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概要

実現可能性モデルの手法は，Curry–Howard 対応を拡張する形で ZF のモデルを与える方法であり，
Krivine [9]によって導入された．強制法を特別な場合として含むが，ZFCから開始しても ZF + ¬ACの
モデルが得られるという点で強制法を真に一般化するものになっている．
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1 背景：組合せ論理とヒルベルトの命題計算
実現可能性モデルの議論に入る前に，背景知識としてヒルベルト流論理体系と Curryの結合子論理の間の

関係について振り返っておきます．

1.1 直観主義論理と Curry–Howard対応

Def. 1.1 (ヒルベルト流の論理体系 HJ). 直観主義命題論理のヒルベルト流の論理体系 HJは推論規則

M : P → Q N : P
(MP)

MN : Q

および次の論理公理図式から成る：

S : (P → Q→ R) → (P → Q) → P → R, K : P → Q→ P.

但し→ は右結合とする．命題変数 Pi と論理式 ϕi の組からなる集合 {P1 : ϕ1, P2 : ϕ2, . . . } を公理系，
あるいは文脈と呼ぶ．M : ϕが公理系 ΓからMPと公理図式 P1, . . . ,Pn によって証明可能であるとき，
Γ `P1···Pn

M : ϕと書く．この時，M を ϕの証明項 (proof-term)と呼ぶ．何らかの証明項M があって
Γ `S M : ϕとなる時，単に Γ `S ϕと書く．特に Γ `HJ ϕ :≡ Γ `SK ϕである．

一般的に Hilbert流で採用されるのは上の論理公理ですが，以下の議論では次を採用します：

定理 1.2. B,C, I,Wを次で与えられる公理図式とする：

B : (Q→ R) → (P → Q) → P → R, C : (P → Q→ R) → Q→ P → R,

I : P → P, W : (P → P → Q) → P → Q.

この時 Γ `HJ ϕ ⇐⇒ Γ `SKI ϕ ⇐⇒ Γ `BCKW ϕ ⇐⇒ Γ `BCKWI ϕ.

Sと Kの組合せは色々混ざっていて意味がわかりづらいですが，推件計算で Bはカット，Cは交換規則，K
は弱化規則，Wは縮約規則に対応するため，証明論や計算論の文脈ではこれらの規則の振る舞いを分析する
ために SKの代わりに BCKWを採用することが多いです．

HJと深い関係にあるのが，Curryによる結合子論理です：
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Def. 1.3. Λ0 を原子項とする CL-項の全体 ΛCL(Λ0)を次で定まる最小の集合とする：

M ∈ Λ0 =⇒ M ∈ ΛCL(Λ0), x : 変数 =⇒ x ∈ ΛCL(Λ0),

M,N ∈ ΛCL(Λ0) =⇒ (MN) ∈ ΛCL(Λ0).

M ∈ ΛCL に現れる変数の全体を FV(M)で表す．FV(M) = ∅の時M は閉 CL項またはコンビネータと
呼ばれる．(MN)の形の項は適用項と呼ばれる．適用は左結合とする：MN1 . . . Nn ≡ ((MN1) . . . Nn)．
以下 ΛBCKWI := ΛCL({B,C,K,W, I })とする．ΛBCKWI 上の弱頭部簡約関係 Bwh を次の関係式で定義さ
れる Λ上の二項関係とする：

BMNL Bwh M(NL), CMNL Bwh MLN,

KMN Bwh M, WMN Bwh MNN, IM Bwh M

M1 Bwh M2 =⇒ M1N Bwh M2N.

弱簡約関係 Bw を定める：

M Bwh N =⇒ M Bw N,

M1 Bw M2 =⇒ M1N Bw M2N, N1 Bw N2 =⇒ MN1 Bw MN2.

B∗
wh を Bwh が生成する Λ上の最小の擬順序とする．B∗ も同様．

M Bw N となる CL-項 N が存在しない時（つまり B∗
w-極大であるとき），項 M が弱正規形であると

言う．弱頭部正規形とは，B∗
wh に関する極大元の事である．項M に対してある B-正規形 N があって

M B∗ N となるとき，M は B-正規形を持つ，あるいは B-弱正規化定理を満たすという．
項M において，原子項に関する簡約規則が適用出来る形になっている部分項を簡約基 (redex)と呼ぶ．
項M ∈ Λが B-強正規化定理を満たす (M strongly normalises)とはM から始まる B-無限上昇列を持た
ないことである．M が Bw に関する強正規化定理を満たす時，単にM は強正規化定理を満たすという．

結局，上の議論は CL-項に対する項書き換え規則を定めていると思えます．実際，上で定義された CL-項の
書き換え規則を使うと，任意の再帰関数を CL-項でコードすることが出来，簡約はその関数の計算過程に対応
しています．
弱頭部簡約と弱簡約は原子項 B,C,K,W, Iに関する書き換え規則は共有していますが，弱頭部簡約では一

番先頭に来ている簡約基のみを簡約していくのに対し，弱簡約では手当たり次第に全ての簡約基を簡約してい
く，という違いがあります．
項M が B-強正規化定理を満たすなら必ず B-正規形を持ちますが，逆は成り立ちません：

例 1.4 (弱簡約と弱頭部簡約の違い，弱正規化と強正規化の違い). A := W(B(BW(CB))), Θ := AAと
置く．この時，ΘM B∗

whM(ΘM)となる事が手計算によって簡単にわかる．
そこで，M := Θ(KI)を考えると，

Θ(KI)B∗
wh KI(Θ(KI))Bwh I
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となる．よってM は弱頭部正規形を持ち，特に弱頭部簡約の過程は明らかに一意に定まるので，M は弱
頭部簡約にかんして強正規化定理を満たす．また，Iは簡約基を一切含まないので弱正規形になっている
から，弱簡約に関する弱正規化定理も満たしている．しかし，M は次のような弱簡約の無限列を持つの
で，強正規化定理は満たさない：

M B∗
w Θ(KI)B∗

w KI(KI(Θ(KI)))B∗
w . . .

結局の所，M が Bに関して「弱正規化定理を満たす」というのは，「上手いこと順番を選べばM の計算が
停止する」という事を表すのに対して，「強正規化定理を満たす」というのは「どう計算しても必ず計算が停
止する」ことを表しています．
弱簡約と弱頭部簡約の正規化の関係を述べたのが次の定理です：

定理 1.5. M が弱正規形を持つのなら，M は Bwh に関して強正規化定理を満たす．

対偶を取れば，「弱頭部簡約で計算が停止しなければ，どんな順番で簡約基を選んでも弱簡約が停止するこ
とはない」という事になります．よって，簡約の停止性のみが問題の場合，弱頭部簡約だけを考えていれば良
いことになります．
どんな時に項M が強正規化定理を満たすのか？ という十分条件を与えるのが次の定理です：

定理 1.6 (単純型付 CL-項の強正規化定理). 命題論理の論理式 ϕと公理系 Γが存在して Γ `HJ M : ϕと
なるとき，M は強正規化定理を満たす．

このように，CL-項M について Γ `M : ϕとなるような ϕを（文脈 Γにおける）M の型と呼びます．
この事から，上の「反例」として出されたΘを証明項に持つような直観主義論理の論理式は存在しないこ

とがわかります．この定理は必要十分ではありませんが，CL-項の簡約に関する性質と直観主義論理に関する
深い関係を示唆しています．こうした計算モデルと論理体系の間に成り立つ対応を Curry–Howard対応と呼び
ます．Curry–Howard対応においては，命題が型に，証明が項に，カット除去が項の簡約に対応しています．

注意 1.7 (理論計算機科学からの注意). 上で触れた Θ は一般に Turing の不動点コンビネータと呼ばれ
ています．一般に，YM B∗ M(YM)というような性質を持つようなコンビネータがあると，これにより
再帰関数を表現出来るようになります．これに型を付けられると，計算機科学としては嬉しくなります．
実際，公理系に Y : (P → P ) → P を付け加えれば，Yを使って定義出来る再帰関数には型が付くように
なります．この時，たとえば `HJ,Y YI : A→ Aとなりますが，YI Bwh I(YI)Bwh YI Bwh . . . と弱頭部
簡約は永久に停止しないので，強正規化定理は成り立ちません．それどころか，弱簡約に関する弱正規化
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も成り立たなくなります．また，これに対応する公理 (P → P ) → P はただの循環論法ですから，これを
直観主義論理に付け加えた体系は明らかに矛盾しています．
計算機科学では，「型」は関数の不変条件や安全性を担保するのに使われます．ですから，少しでも多く
の「有用」な関数に型が付き，その事実によって何らかのプログラムの性質が保証されてくれると助かる
訳です*1)．
一方，我々は以下では結合子代数を用いてマトモなモデルを創りたいという欲求があります．Krivineの
実現可能性代数では，代数的な方法によって上の単純型付き結合子論理の型付けを拡張し，論理的な矛盾
が出ない範囲で Yなどにも「型」が付くようになっています．

1.2 計算モデルとしての結合子論理

上で結合子論理は計算モデルとして見ることが出来る，と述べました．本節では簡単に CLにおける「計算」
を概観することにします．
その前に，CL-項を解り易く記述するための「略記法」として λ-記法を導入します*2)．先に結論を書いて

しまうと，CL項M に変数 xに対して，λx. M は関数 x 7→M に対応し，特に次が成り立つように定義され
ます：

定理 1.8 (抽象定理). CL-項M と各 R,N1, . . . , Nn ∈ Λに対して次が成立する：

(λx. M)
[ y1 ... yn
N1 ... Nn

]
R B∗

wh M
[ x y1 ... yn
R N1 ... Nn

]
.

Def. 1.9. 項 tに対し，変数 xについての λ-変換を λx. t :≡ λ∗x. Itで，λ∗-変換 λ∗x. tを次で定める：

λ∗x. t :≡ Kt (x /∈ FV(t)), (1)
λ∗x. x :≡ I, (2)
λ∗x. tu :≡ C(λ∗x. t)u (x ∈ FV(t) \ FV(u)) (3)
λ∗x. tx :≡ t (x /∈ FV(t)), (4)
λ∗x. tx :≡ W(λ∗x. t) (x ∈ FV(t)), (5)

λ∗x. t(uv) :≡ λ∗x. Btuv (x ∈ FV(uv)). (6)

また，λx1. λx2. . . . λxn. M ≡ λx1 . . . xn. M と略記する．

抽象定理の証明. 頑張ってランク関数を見付ける．詳細は Krivine [8]参照． �

*1) 理論計算機科学では，型理論の体系の安全性は進行定理と型保存定理という二つの定理とセットで定式化されることが多いです．
*2) λ-記法は Churchによる λ-計算という計算モデルに由来するもので，本来結合子論理とは同値だが違う体系として定式化されて
います．本稿ではどうせ CL-項への翻訳でしか出て来ないため，λ-計算そのものの定義は省略します
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この記法を使って，まずは自然数がどのようにコードされるかを見てみましょう．以下では，Churchエン
コーディングと呼ばれる手法*3)を使って自然数を表します．直観的には，n ∈ Nと「関数 f を n回適用する
汎関数」を同一視します：

Def. 1.10. 自然数 n < ω に対し，CL-項 nを次で定める：

0 := λsz. z, n+ 1 := σ n, where σ ≡ succ ≡ λnsz. n s (sz).

nを自然数 nに対応する数項と呼ぶ．

こうすると，次のようにして加法と乗法を定義出来ます：

add := λmn. m succn, mul := λmn. m (addn) 0.

実は，任意の再帰的（部分）関数は CL-項により表現することが出来ます：

定理 1.11 (表現定理). ϕ : Nk → Nを再帰的関数とする．この時，ϕを「表現」する CL-項Mϕ が存在
する．即ち：

Mϕn1 . . . nk

{
B∗
wh ϕ(n1, . . . , nk) (ϕ(n1, . . . , nk) : defined)
は弱正規形を持たない (otherwise)

1.3 直観主義論理から古典論理へ

さて，これまで見てきた対応は直観主義論理の範疇でしたが，我々は ZFや ZFCのモデルを創りたいわけ
なので，古典論理を扱わなくてはいけません．そこで，これまでの Curry–Howard対応を拡張して古典論理
を扱えるようにできないでしょうか？
論理体系の場合は，排中律なり二重否定除去なりを足せば良いでしょう．以下では，計算機科学と相性がよ

く，また含意記号だけで定式化できる Peirceの法則を採用します：

Def. 1.12. HJに次の Periceの法則の公理図式を付け加えたものを古典論理の体系 HKと言う：

cc : ((P → Q) → P ) → P.

*3) 厳密には Churchエンコーディングと β-同値な項
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定理 1.13. Γ `HK ϕ ⇐⇒ Γ `HJ+“¬¬A→A” ϕ.

計算機科学的には Peirceの法則はどういう意味を持つのでしょうか？ 結論からいってしまえばそれは継続
です．継続とは，直観的にいえばある CL-項の部分項に着目し，その「続きの計算」を関数として取り出した
ようなものです．たとえば，以下のような CL-項

A(BC(D(EF )
::::

G)H)I

で下線部 EF に注目した場合の継続は

λx. A(BC(Dx
:
G)H)I

ということになります．そこで，ある時点での継続を取り出して関数に渡すコンビネータ call/ccあるいは
ccを考えましょう*4)．つまり，上の項 A(BC(D(EF )

::::
G)H)I は ccを明示的に使って，

A(BC(D(cc(λk. k(EF )))G)H)I

と書けるような物を考えます．実は，この cc に整合的に型を付けようとすると上記の Peirce の法則が得ら
れます．まず，EF の型を P とすれば，全体として cc(λk. k(EF ))も型 P でなくてはいけません．すると，
cc : (X → P ) → P という形になりそうです．k は P 型の値を渡される継続なので，k : P → Y という型が
付きそうです．今回の場合は Y = P としても良さそうですが，例えば継続を使わずに

A(BC(D(cc(λk. EF ))G)H)I

と書いた場合も同じ結果になって欲しいですし，この場合 k の返値の値が何かはわかりません．なので，一番
一般的な型*5)を付けようと思った場合は，cc : ((P → Q) → P ) → P という型にするしかありません．これ
こそ，まさに Peirceの法則です．
さて，上ではふわっとした議論をしましたが，例えば ccM で継続を渡されたM で二回継続を呼び出して

いた場合はどうなるのか？ という疑問が湧きます．この場合は，どのような簡約戦略を採るかによって結果
が変わってくるでしょう．定理 1.5によれば，簡約の停止性に関しては弱頭部簡約だけを考えていればよいの
で，弱頭部簡約を採用しましょう．
しかし，これまでの書き換え規則が局所的な情報だけで決まっていたのに対して，ccは「残りの計算」とい

う大域的な情報を使います．つまり，簡約基周辺の情報だけではなくて，その簡約に至るまでの「道筋」も一
緒に持っていないと，ccを定式化することは出来ません．そこで，その情報をスタックを使って保存しようと
考えて得られるのが，次の Krivine機械です：

*4) call/ccは “call with current continuation”の略です
*5) このように他の型が代入例として得られる型を主要型 (principal type)と言います．
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Def. 1.14 (Krivine機械). 原子項の集合 Λ0 ⊇ {B,C,K,W, I, cc }とスタック定数の集合 Π0 ⊇ {π0 }
が与えられた時，項の集合 Λc = Λ(Λ0,Π0)およびスタックの全体 Π = Π(Λ0,Π0)を同時帰納法により
次のように定める：

M ∈ Λ0 =⇒ M ∈ Λ, x : 変数 =⇒ x ∈ Λ, π ∈ Π0 =⇒ π ∈ Π,

M,N ∈ Λ =⇒ (MN) ∈ Λ, π ∈ Π =⇒ kπ ∈ Λ,

M ∈ Λ, π ∈ Π =⇒ M . π ∈ Π.

kπ を含まない項を特に c-項と呼ぶ．
以下，(M,π) ∈ Λc ×ΠをM ? π と書く．この時，Λc ×Π上の二項関係 Bを次で定める：

MN ? π BM ?N . π,

B ? M .N .R . π BM ? (RN) . π, C ? M .N .R . π BM ?R .N . π,

K ? M .N . π BM ? π, W ? M .N . π BM ?N .N . π, I ? M . π BM ? π,

cc ? M . π BM ? kπ . π, kπ ? M .$ BM ? π

結局の所，BCKWIの範囲内では Krivine機械は「先頭のコンビネータに行き着くまで外していって，あと
は書き換え規則を適用していく」という形になっています．

例 1.15 (実行例). 項WKxと空スタックから成るプロセスの実行列を見てみよう．

WKx ? B WK x? B W
K
x? B K

x

x?

B x ?

実際，直ちに次がわかります：

補題 1.16. M,N を B,C,K,W, Iを原子項とする CL-項，π ∈ Πのとき，

M B∗
wh N ⇐⇒ ∃L ∃π′

M ? π

L ? π′ _ π

N ? π.

C
∗

C ∗
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Proof. N = LL1 . . . Ln の時 π′ = L1 . · · · . Ln . π という形になる．

つまり，Krivine機械による CL項の簡約は，BCKWの範囲内ではきっかり弱頭部簡約に対応している訳で
す．それに加えて，cc がそれまでの評価文脈であるスタック π の情報を閉じ込めた継続 kπ を作成していま
す．スタックによって文脈を表現したことで，継続をきちんと定式化できたわけです．

例 1.17. 継続の実行例次の形の λ-項を考える：cc(λk. kxy)z. これに λ-変換を施しおえると，
cc(C(C(B(BI))x)y)z となる．これに空スタックを与えて定義に従って簡約したものが次になる：

cc(C(. . . )y)z ? B∗ cc
C(. . . )y

z? B C(. . . )y

k z
z?

B∗ C

C(. . . )x

y

k z
z? B C(. . . )x

k z
y

z? B∗ C

BBI
x

k z
y

z?

B∗ I

k z xy

z? B k z

x

y

z? B x z?

ccの内側で kxが評価された瞬間，の時点で後ろ側の値 y が斬り捨てられて，あたかも最初から cc(. . . )
の位置に xがあったかのような簡約結果になっている事がわかる．
では，渡された継続 k を呼ばないとどうなるか．たとえば cc(λk. Ixy)z を考えれば，λ-変換を施すとこ
れは cc(K(I(Ixy)))z となり，

cc(K(I(Ixy)))z ? B∗ K(I(Ixy))

k z
z? B K

I(Ixy)

k z
z?

B I(Ixy) z? B∗ I

x

y

z? B x

y

z?

となる．これは，cc(. . . )の内側が ccで囲まれていなかった時と結果的に同じである．
このように，ccによって渡された継続を使えば，大域脱出が可能になる．cc内で継続 k が複数呼び出さ
れる場合，最初にスタックトップにきた k を使って脱出する．
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例 1.18. リストの総積与えられた自然数のリストの総積を右から順に計算する例を考えよう．ここでは，
純粋 λ-計算に値をエンコードする方法として以下を用いる：

true :≡ λtf. t, false :≡ λtf. f, if p then t else f :≡ p t f

zero?n :≡ n (K false) true,

nil :≡ λcn. n cons :≡ λx l c n. c x (l c n), fold :≡ λ f z l. l f z.

この時，与えられたリストの総積を計算する関数は prod := fold mul 1として定義出来る．これに対応
する c-項は次の通りである：

BC(CI)(C(C(B(B(BC)C)B)(BW(BB)))(KI))(BW(BB)(KI))

この時，Bの公理だけに基づいて prod [1, 2, . . . , 7, 0]を実行していくと，停止するまでに 473113ステッ
プかかる*6)．
そこで，ゼロが現れたら残りのリストは舐めずに即座に 0を返すような最適化をしたい．これは ccを使
い prod′ := λl. cc (λk., fold (λa b. if [zero? a] then {k 0} else {a× b}) 1 l)と書け，展開すれば：

B(BIcc)(C(C(C(C(B(B(B(B(B(B(B(BI))(BC(CI)))W))C)(C(B(B(B(B(B(BB(BI))B)(BI)))I)
(C(CI(K(KI)))K)))))(KI))(C(C(B(B(BC)C)B)(BW(BB)))(KI)))(BW(BB)(KI))))

prod′ [1, 2, . . . , 7, 0]を実行させると，わずか 1830ステップで停止し，最適化が効いていることがわかる．
継続は他にも，例外処理などの実装にも使われる．

2 実現可能性代数と実現可能性モデル
2.1 実現可能性代数の定義と解釈

今回の主題である Krivineの実現可能性代数は，上の Krivine機械を公理化したものである：

Def. 2.1. 実現可能性代数とは，項の集合 Λ，スタックの集合 Πおよびプロセスの集合 Λ ? Πといくつ
かの関係・写像から成る組 〈Λ,Π,Λ ?Π,B, ., ?, k, ,PT〉で，次を満たすものである：

(1) 項の適用 Λ× Λ 3 (ξ, η) 7→ (ξη) ∈ Λ．ξ, ηi ∈ Λの時，ξη1 . . . ηn :≡ ((ξη1) . . . )ηn と略記．
(2) (.) : Λ×Π → Π を push と呼ぶ．
(3) プロセスの作成 ? : Λ×Π → Λ ?Π

(4) 継続 k : Π → Λ．kπ := k(π)と書く．
(5) 命令または原子項と呼ばれる定数 B,C, I,K,W, cc ∈ Λ,

*6) ここでのステップ数は，実行過程関係 Bの各公理を小ステップ簡約の定義と見做して計算している．
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(6) Bは実行過程と呼ばれる次を満たす Λ ?Π上の擬順序：

ξη ? π B ξ ? η . π, B ? ξ . η . ζ . π B (ξ)(ζη) ? π,

I ? ξ . π B ξ ? π, W ? ξ . η . π B ξ ? η . η . π, K ? ξ . η . π B ξ ? π,

cc ? ξ . π B ξ ? kπ . π, C ? ξ . η . ζ . π B ξ ? ζ . η . π, kπ ? ξ .$ B ξ ? π

(7) 極 ⊆ (Λ ?Π)は Bについて下に閉じている．即ち，p′ B p ∈ =⇒ p′ ∈ .
これは，補集合と対偶をとるとわかりやすい．つまり， に属さないプロセスは，実行過程を経て
も極には到達しないという事であり， は「発散」する計算の集合だと思える．

(8) PT ⊆ Λの各元は証明的項と呼ばれる．PTは適用で閉じ，B,C,K,W, I, cc ∈ PTを満たす必要が
ある．

例 2.2 (実現可能性代数としての強制法). 強制法は退化した実現可能性代数と思える．B = (B,+, ·, 0,1)
を Boole代数とする*7)．この時，以下の定義により Bには実現可能性代数の構造が入る：

Λ = Π = Λ ?Π = B, B = C = K = W = I = cc = 1, kπ = π,

(pq) := p . q := p ? q := p · q, := { 0 } ,

p B q
def⇐==⇒ p ≤ q.

上の例は，実現可能性代数は非可換で極大元が沢山ある強制法だという直観も与えてくれる．
基礎に関わる議論をするので，下記で採用する証明体系の定義を与えておく．

Def. 2.3. 一階古典述語論理の論理式は次で得られる物のみを考える：

(1) ⊥および >は論理式である．
(2) τ1, . . . , τn が項で Rが n-変数述語記号の時，R(~τ)も論理式である．
(3) ϕ,ψ が論理式の時，ϕ→ ψ は論理式である．
(4) ϕが論理式，xが変数の時 ∀x ϕも論理式である．

以下の略記を用いる：

ϕ→ ψ → χ :≡ ϕ→ (ψ → χ), ¬ϕ :≡ ϕ→⊥, ϕ ∨ ψ :≡ ¬A→ B,

ϕ ∧ ψ :≡ ¬(A→ ¬B), ∃x ϕ :≡ ¬∀x ¬ϕ

一階古典述語論理の証明体系 HKは，定理 1.12の HKに次の推論規則を足したもの：

*7) 実際には最大元を持つ有界下半束であればよい．
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M : ⊥ (Abs)
M : ϕ

M : ∀x ϕ[x]
(Subs)

M : ϕ[τ ]

M : ϕ [ xy ]
(Gen)

M : ∀xϕ
M : ∀x (ϕ→ ψ)

(→∀), where x /∈ FV(ϕ)
M : ψ → ∀xϕ

但し τ は項，x, y は変数を表し，(Gen)で y はM : ϕを導く前提と ∀xϕに自由変数として現れない．

さて，以下実現可能性代数 Rを一つ固定する．このとき，集合論の宇宙 V から得られる実現可能性モデル
V (R) は二値モデルではなく，論理式 ϕに対してその真理値 |ϕ| ⊆ Λと虚偽値 ‖ϕ‖ ⊆ Πが与えられている形
となる．また，得られるモデルは第一義的には ZFではなくその保存拡大である ZFε のモデルとなる．直観的
には，強い所属関係 εは，同値な名称を同一視せずに，ある名前として見たときに所属するか？ という意味
で強い所属関係になっている．

Def. 2.4 (理論 ZFε). ZFε の言語 LZFε
は二項述語記号 { /∈, 6ε,⊆}から成る．以下の略記法を用いる：

a ε b :≡ a 6ε b→⊥, a ∈ b ≡ a /∈ b→⊥,
a v b :≡ ∀x (x 6ε b =⇒ x 6ε a), a ' b:≡ a ⊆ b ∧ b ⊆ a.

ε, ∈, v, 'はそれぞれ強い所属関係，弱い所属関係，強い包含関係および弱い同値性と呼ばれる．「弱い」
の代わりに外延的 (extensional)，「強い」の代わりに内包的 (intensional)とも言う．また，量化子の略記
を次のように導入する：

∀x ε a ϕ[x] :≡ ∀x (¬ϕ[x] =⇒ x 6ε a),
∀x ∈ a ϕ[x] :≡ ∀x (¬ϕ[x] =⇒ x /∈ a).

ZFε の公理は次の通り：

外延性公理 ∀x ∀y [x ∈ y ⇐⇒ ∃z ε y (x ' z)], ∀x ∀y [x ⊆ y ⇐⇒ ∀z ε x (z ∈ y)],
基礎の公理図式 ZFε-論理式 ϕ[x, ~y]に対し，∀~z [∀x (∀y ε x (ϕ[y, ~z]) → ϕ[x, ~z]) =⇒ ∀a ϕ[a, ~z]],
内包公理図式 ZFε-論理式 ϕ[x, ~y]に対し，∀~y ∀a ∃b ∀x [x ε b ⇐⇒ (x ε a ∧ ϕ[x, ~y])],
対集合公理 ∀a ∀b ∃x (a ε x ∧ b ε x),
和集合公理 ∀a ∃b ∀x ε a (x ε b),
冪集合公理 ∀a ∃b ∀x ∃y ε b ∀z [z ε y ⇐⇒ (z ε a ∧ z ε x)],
収集公理 ZFε-論理式 ϕ[x, y, ~z]に対し，∀~z ∀a ∃b ∀x ε a [∃y ϕ[x, y, ~z] =⇒ ∃y ε b ϕ[x, y, z]],
無限公理 ZFε-論理式 ϕ[x, y, ~z]に対し，

∀~z ∀a ∃b [a ε b ∧ ∀x ε b (∃y ϕ[x, y, ~z] =⇒ ∃y ε b ϕ[x, y, ~z])] .
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注意 2.5. (1) 実現しやすいように，通常は公理図式でないものも公理図式として表現している．
(2) 通常の無限公理は上の公理図式で ϕ(x, y) :≡ y = x ∪ {x }とおけば得られる．
(3) 内包公理から先は，通常の ZFの公理系で ∈を εで置き換えて得られる．

ZFε は ZFの保存拡大になっている．ここで，ZFの言語は ∈,⊆を二項述語記号として持つとする．次が直
ちにわかる：

補題 2.6. (1) ∀a∀b [a ε b =⇒ a ∈ b], ∀a, b, c [a ∈ b ⊆ c =⇒ a ∈ c], ∀a, b, c [a ⊆ b ⊆ c =⇒ a ⊆ c],
(2) ZFε ` “∈ : set-likeな整礎関係”，
(3) ϕ[~x]を ZF-論理式とすると，ZFε ` ∀~x ∀~y [~x ' ~y =⇒ “ϕ[~x] ⇐⇒ ϕ[~y]”].

これらを使えば，ZFε が ZFの保存拡大であることはルーチンワークで示せる．
よって，ZFε のモデルが得られれば，その外延部分を見てやれば ZFのモデルが得られる．そして，ZFε の

モデルを得る為の方法が以下の実現可能性モデルである．強制法においては各論理式 ϕに対し完備 Boole代
数 B-値の真偽値 JϕK ∈ Bが定まっていた．特に，V [G]の各元は，帰納的に定められた B-値所属確率の関数
によって表現されていた．対する実現可能性モデルでは，真偽値だけでなく虚偽値（あるいは反駁値？）が定
まっており，全てを二重否定をとった形で定める．特に，集合 aの所属確率を定めるのではなく，aの補集合
の所属関係の虚偽値によって非所属関係を定める方法を採る．

Def. 2.7 (実現可能性モデル). 集合論の宇宙 V と実現可能性代数R = (Λ,Π,Λ ∗Π, , . . . )に対し，実
現可能性モデル V (R) の構造を定めたい．
論理式 ϕの構成に関する帰納法とランクに関する帰納法により，|ϕ| ⊆ Λ, ‖ϕ‖ ⊆ Πを次のように定める：

|ϕ| := { ξ ∈ Λ | ∀π ∈ ‖ϕ‖ ξ ? π ∈ } ,
‖⊥‖ := Π, ‖>‖ := ∅,

‖a 6ε b‖ := { π ∈ Π | (a, π) ∈ b } ,
‖ϕ→ ψ‖ := { ξ . π | ξ ∈ |ϕ|, π ∈ ‖ψ‖ } ,

‖∀x ϕ[x,~b]‖ :=
⋃
a∈V

‖ϕ[a,~b]‖,

‖a ⊆ b‖ :=
⋃

(c,π)∈a

{ ξ . π | ξ  c /∈ b } =
⋃

c∈dom(a)

‖c /∈ b =⇒ c 6ε a‖

‖a /∈ b‖ :=
⋃

(c,π)∈b

{ ξ . ξ′ . π | ξ  “a ⊆ c”, ξ′  “c ⊆ a” } = ‖∀x (a ' x =⇒ a 6ε b)‖

但し，ξ  ϕ
def⇐==⇒ ξ ∈ |ϕ|とする．
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ZFε の論理式 ϕに対して，関係 V (R) |= ϕを次で定める：

V (R) |= ϕ
def⇐==⇒ ∃ξ ∈ PT ξ  ϕ ( ⇐⇒ PT ∩ |ϕ| 6= ∅).

この時，ϕは V (R) で実現される (realised)と言う．

注意 2.8. 全称量化子の解釈と否定命題について量化子の解釈では，全称変数は基礎モデルの集合だけを
亘っている．この状況を見ると，結局新しい元は付加されていないのではないか？ という気がしてしま
う．しかし，ここで重要なのは，ξ  ∀x ϕ(x)を示すには，ξ がどんな xについても一様に ϕ(x)を実現す
る必要がある，という事である．つまり，任意の x ∈ V について個別に V (R) |= ϕ(x)が実現されている
からといって，V (R) |= ∀x ϕ(x)が成り立つとは限らないという事である．対偶を取って考えれば，V (R)

において存在命題 ∃x ϕ(x)が実現されていても ϕ(x)を満たす xが具体的に取れるとは限らないという事
である．即ち，V (R) はフルモデルではない．
また，ここでは記号を |= を使っているが，これは強制法でいえば「1 が強制する」と同じ条件であり，
V (R) 6|= ϕは V (R) |= ¬ϕを意味しないことにも気を付ける必要がある．

前述の通り，実現可能性モデルでは虚偽値を基本に置き，すべて否定形で定義している事がわかる．
直観的には，虚偽値は「与えられた命題の反例」となる入力の集合であり，真理値はその反例を「検証」す

るプログラムであると見ることが出来る．検証プログラムに反例を与えて停止すれば（つまり に入らなけ
れば），虚偽値が勝って反証が完了したことになる．一方，どの反例に対しても検証プロセスが発散するなら
（つまりどう反例を選んでも に入ってしまうなら），真理値が勝って反証は失敗したと見做せる．つまり，真
理値によってその命題が真ならしめられていると思える．
以下では具体的にどんな論理式が実現されているのかをひたすら調べることになる．
まず，そもそも古典論理の論理式が実現されていることを見なくてはならない．そのための基本的な補題を

並べておく．まず，弱頭部簡約の抽象定理 1.8と定理 1.16を組み合わせれば次が示せる：

定理 2.9 (抽象定理). CL-項M と ξ, η1, . . . , ηn ∈ Λに対して次が成立する：

(λx. M) [ y1 ... ynη1 ... ηn ] ? ξ · π BM
[ x y1 ... yn
ξ η1 ... ηn

]
? π.

また，定義を展開すれば，証明的項が演繹について閉じていることがわかる：
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補題 2.10 (演繹定理). (1) ξ  ϕ→ ψ, η  ϕなら ξη  ψ.
(2) 任意の η  ϕに対し ξη  ψ が成り立つなら，λx. ξx  ϕ→ ψ.

よって Γ ⊆ Λが B, I ∈ Gを満たし，適用で閉じているなら Γは実現可能性についてMPで閉じている．

Proof. (1) π ∈ ‖ψ‖ を任意に取り，ξη ? π ∈ を示せばよい．特に， が反簡約について閉じていて
ξη ? π B ξ ? η . π なので，ξ ? η . π ∈ を示せばよい．しかし，定義より η . π ∈ ‖ϕ → ψ‖ であり
ξ ∈ ‖ϕ→ ψ‖だからめでたく ξ ? η . π ∈ を得る．

(2) 仮定を満たす ξ を取り，任意の π ∈ ‖ϕ → ψ‖に対して BIξ ? $ ∈ を示す．しかし，定義より $ は
η  ϕと π ∈ ‖ψ‖により η . π の形になっている．すると，

(λx. ξx) ? η . π B ξη ? π ∈ .

よって示せた．

この定理は演繹定理と見ることが出来ると共に，強制法における含意の定義の非可換な一般化と見ることが出
来る．実際，上の例で挙げたように，適用は下限を取る操作で λx. px = BIp = 1 · p = pとなるから，cBaの
場合は p  ϕ→ ψ ⇐⇒ ∀q ≤ p [q  ϕ =⇒ q  ψ]と同値になる．

補題 2.11 (Adequecy Lemma). ϕi[~z], ψ[~z]: ZFε-論理式，xi:：変数，M：CL-項，

x1 : ϕ1[~z], . . . xn : ϕn[~z] `HK M : ψ[~z]

とする．この時，~a ∈ V , ξi  ϕi[~a]ならM
[ x1 ... xn

ξ1 ... ξn

]
 ψ[~a].

よって古典論理のトートロジーは全て実現可能性モデルで実現されている．

Sketch of Proof. 演繹定理があるので，あとは古典論理の公理が実現されていることがわかれば良い．
たとえば，cc  ((ϕ → ψ) → ϕ) → ϕについて考えてみよう．まず $ ∈ ‖ψ‖，ξ  φ，π ∈ ‖ϕ‖に対して

kπ ? ξ ? $ B ξ ? π ∈ となるから，kπ  ϕ→ ψ となっている事に注意する．
ここで，改めて ξ  (ϕ→ ψ) → ϕおよび π ∈ ‖ϕ‖を取れば，

cc ? ξ . π B ξ ? kπ ? π

となり，kπ ? π ∈ ‖(ϕ→ ψ) → ϕ‖なので，結局 cc ? ξ . π ∈ を得る．公理 B,C,K,W, Iについても同様．
推論規則 Abs，Gen，Subsおよび (→∀)についても定義から直ちに従う．例えば，ξ  ∀x ϕ → ψ[x] と

すると，定義から任意の a ∈ V に対して ξ  ϕ → ψ[a]となる．x /∈ FV(ϕ)に気を付ければ，これは任意の
η  ϕおよび π ∈ ‖ψ[a]‖に対し ξ ? η . π ∈ ということである．示すべきことは η  ϕと π ∈ ‖∀x ψ[x]‖に
対し ξ ? η . π ∈ だが，このとき定義より a ∈ V で π ∈ ‖ψ[a]‖となるものが取れるので良い． �

こうして，古典論理におけるトートロジーが全て V (R) で実現されていることがわかった．しかし，偽なる
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命題まで実現されては困るので，その為に「良い」実現可能性代数を定義する：

Def. 2.12. 実現可能性代数 (Λ,Π,Λ ? Π, , . . . )が斉一的 (coherent) def⇐==⇒任意の証明的項 θ ∈ PTに
対して θ ? π /∈ となるスタック π ∈ Πが存在する．

注意 2.13. V (R) 6|=⊥ ⇐⇒ 実現可能性代数が斉一的．

以下，実現可能性代数は全て斉一的なもののみ考える．

2.2 ZFε が実現されている事

以後，ZFε の公理が V (R) で実現されている事をみていく．
まず，これまでの議論を踏まえて同値性証明を楽するための定義をしておく：

Def. 2.14. 論理式 ϕと ψが（V (R)で）交換可能 def⇐==⇒ ξ, ξ′ ∈ PTがあって ξ  ϕ→ ψかつ ξ′  ψ → ϕ.

基本的には，各種集合の存在公理については強制法の時と同じように名称を弄ってでっちあげればよい．例
えば，ϕと aに対する内包公理の証拠は次で与えればよい：

{ (x, ξ . π) | (x, π) ∈ a, ξ  ¬ϕ[x] }

非自明な外延性と基礎の公理について見ていこう．

補題 2.15. A := λxf. f(xxf), Y := AAとおく．この時任意の ZFε の論理式 ϕ[x, ~z]に対し，

Y  ∀~z [∀x [∀y (ϕ[y, ~z] → y 6ε x) → ¬ϕ[x, ~z]] → ∀x ¬ϕ[x, ~z]].

特に，V (R) で基礎の公理が実現されている．

Proof. これが示せれば，実現可能性モデルが古典論理のトートロジーと演繹で閉じている事から，ϕの代わ
りに ¬¬ϕを考えることで基礎の公理が得られる．
以下，簡単のため ~z は省略する．
a ∈ V のランクについての帰納法により，任意の ξ  ∀x [∀y (ϕ[y, ~z] → y 6ε x) → ¬ϕ[x, ~z]], η  ϕ[a]およ

び π ∈ Πに対し，Y ? ξ . η . π ∈ となる事を示す．
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ここで，
Y ? ξ . η . π ∈ B A ?A . ξ . η . π B ξ(Yξ) ? η . π B ξ ?Yξ . η . π.

定義より η . π ∈ ‖¬ϕ[a]‖なので，あとは ∀y [ϕ[y, ~z] → y 6ε x]を示せれば良い．結局，(y,$) ∈ aと ζ  ϕ[y]

を任意に固定し，Yξ ? ζ .$ ∈ を示せばよい．しかし，Yξ ? ζ .$ B Y ? ξ . ζ .$ であり，帰納法の仮定よ
りこれは に属する． �

補題 2.16. Iが外延性の公理を実現する．

Proof. ‖a /∈ b‖ = ‖∀z [z ' a→ z /∈ b]‖に気付けばあとは定義を展開するだけ． �

定理 2.17. V (R) |= ZFε.

2.3 関数・述語記号の持ち上げ

ZFε には二種類の所属関係があるので，二種類の「関数」の定義が存在する．つまり，強い同値性と両立す
る意味での関数と，弱い同値性と両立する意味での関数である．

Def. 2.18. • f が（非外延）関数的 def⇐==⇒ ∀x ∀y ∀y′ [(x, y) ε f → (x, y′) ε f → y = y′].
特に定義域・値域を明示する場合，f : X −−→

str
Y または単に f : X → Y と書く．

• f が外延関数的 def⇐==⇒ ∀x ∀x′ ∀y ∀y′ [(x, y) ∈ f → (x, y′) ∈ f → x ' x′ → y ' y′].
特に定義域・値域を明示する場合，f : X −−→

ext
Y と書く．

• f が強い意味の関数，あるいは ZFε-関数 def⇐==⇒ f : 非外延関数的 ∧ ∀x ε f ∃y ∃z x = (y, z).
• f が外延的関数，あるいは ZF-関数 def⇐==⇒ f : 外延関数的 ∧ ∀x ε f ∃y ∃z x ' (y, z).

非外延的関数も外延的関数も，どちらが強くてどちらかが弱いとは言えない．x 6= y だが x ' y となるよう
な x, y があった場合，f が非外延的関数であったとしても，f(x) 6' f(y)である可能性があり，この場合 f は
外延的関数では有り得ない．また，f が外延的関数であったとしても，(x, y), (x, y′) ε f で y ' y′ だが y 6= y′

であるような物があるかもしれない．この場合，f は非外延的な関数ではないことになる．あとで見るように，
V (R) では「非外延的」な選択公理が成立し得るが，これにより与えられる選択関数が外延的同値性と両立す
るとは限らないため，V (R) を ZFのモデルとして見た時に必ずしも ACは成立しなくなっている．
さて，V (R) の構造を，V 上の定義可能なクラス関数で拡張することを考えよう．V (R) はドメインは V と

一致しているので，V 上で定義された関数はそのまま V (R) 上の関数記号として解釈することが出来，ZFε-
関数として振る舞うことが出来る．つまり，V |= ∀~x ∃!y ϕ[~x, y]なる論理式 ϕによって定義された論理式は，
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V (R) においても何らかの関数に対応していることになる．また，述語や論理式についても，特性関数を使え
ば同様に V に持ち上げることが出来る．こうした関数記号を使った ZFε の論理式についても，定義を展開し
て書き直せば ZFε の収集・内包公理の内側で使えることがわかる．
一方，そうした関数記号は必ずしも外延的関数であるとは限らないため，ZFの公理としての（つまり，/∈,⊆

で書かれた）内包・収集公理の内側で使うには外延的同値性とも両立することを示す必要がある．
以下，持ち上げられた定義可能関数が V (R)においてどんな振る舞いをするかを調べていく．実は，各 a ∈ V

に対し強制法における ǎに類似の役割をする aという演算子があり，Vג における f : A1 × · · · ×An → B は
f : A1ג × · · · × Anג → Bג に持ち上がる，という事がわかる．但し，これら は(a)ג ǎと異なり，V から見て
非標準的な元を含むことも後ほど明らかになる．
さて，これらをしっかり議論するためには，まずは V (R) における強い等号の解釈を与えておく必要がある．

そこで，ZFε の論理式の定義と記号の解釈に次の節を追加する：

Def. 2.19. (5) τ, σ が項，ϕが ZFε-論理式の時，τ = υ ↪→ ϕも ZFε の論理式．
以下の略記を用いる：

“τ 6= υ” :≡ “τ = υ ↪→ ⊥”, “τ = υ” :≡ “τ 6= υ → ⊥”.

実現可能性モデル V (R) における論理式の虚偽値の定義に次を追加する：

‖t = u ↪→ ϕ‖ :=

{
‖ϕ‖ (if t = u),

∅ (otherwise).

注意 2.20.

‖t 6= u‖ =

{
Π = ‖⊥‖ (t = u)

∅ = ‖>‖ (otherwise)
, ‖t = u‖ = ‖(t 6= u) → ⊥‖ =

{
‖⊥ → ⊥‖ (t = u)

‖> → ⊥‖ (otherwise)

以下は t = u→ ϕと t = u ↪→ ϕが交換可能である事を示している：

補題 2.21. (1) λx. xI  (t = u→ ϕ) → (t = u ↪→ ϕ),
(2) λxy. cc(λk. y(kx))  (t = u ↪→ ϕ) → t = u→ ϕ.

Proof. 同値性の絡む証明と継続の取り扱いに慣れるために，(2)だけ示しておく（残りもやるだけ）．
ξ  t = u ↪→ ϕ, η  t = uおよび π ∈ ‖ϕ‖を固定し，λxy. cc(λk. y(kx)) ? ξ . η . π ∈ を示す．

λxy. cc(λk. y(kx)) ? ξ . η . π B cc ? (λk. η(kξ)) . π B η ? (kπξ) . π,
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より η ? (kπξ) . π ∈ を示せば良い．
もし t = uなら ‖t = u ↪→ ϕ‖ = ‖ϕ‖となるので，ξ  ϕであり，注意から η  ⊥ → ⊥．ここで π ∈ ‖ϕ‖

より kπ  ϕ → ⊥ となるから，演繹定理より kπξ  ⊥. π ∈ Π = ‖⊥‖ より ξ . π ∈ ‖⊥ → ⊥‖ となるので，
結局 η ? kπξ . π ∈ .
t 6= uの時は η  > → ⊥であり，ξ  >かつ π ∈ ‖⊥‖より明らか． �

また，基礎モデルにおける等号公理から，V (R) における等号公理も直ちに従う：

補題 2.22 (V (R) における等号公理).

I  ∀x(x = x),∀x∀y(x = y ↪→ y = x),∀x∀y∀z(x = y ↪→ y = z ↪→ x = z),∀x∀y[x = y ↪→ ϕ[x] → ϕ[y]].

こうして導入された等号は，Leibniz同値性と一致している：

補題 2.23. I  (t = u ↪→ ∀x (u 6ε x→ t 6ε x)), (∀x (u 6ε x→ t 6ε x) → t = u).

Proof. やるだけ． �

以上で V (R) に素性のよい等号が導入出来た．特に，関係の特性関数を使って議論することで，V における
関係記号を V (R) に持ち上げることが出来る．

Def. 2.24. ZFの論理式 ϕ[~x]について，写像 V 3 ~x 7→ 〈ϕ[~x]〉 < 2を次で定める：

〈ϕ[~x]〉 = 1 ⇐⇒ ϕ[~x].

特に，V で定義可能な関係 Rに対して RR(~x) ↪→ ϕは 〈R(~x)〉 = 1 ↪→ ϕの略記とし，¬RR(~x)や RR(~x)

も同様に定める．

この時，有り難いことにある意味で整礎関係の絶対性が成り立つことがわかる：

補題 2.25. Rを V 上の整礎関係とし，ϕ[x]を ZFε の論理式とする．この時：

Y  ∀x
(
∀y (y RR x ↪→ ϕ[y]) → ϕ[x]

)
→ ∀xϕ[x].
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Proof. 基礎の公理の実現とほぼ同じ． �

以上を踏まえると，V (R) における関数記号の解釈が，V における解釈の拡張になっている事もわかる：

補題 2.26. Rを斉一的とする．~x, y ∈ V , f：定義可能関数記号とすると，

V |= f(~x) = y ⇐⇒ V (R) |= f(~x) = y.

Proof. ( =⇒ ) は明らかなので逆を示す．特に V R |= f(~x) = y だが V |= f(~x) 6= y だったとして矛盾
を導く（背理法）．そこで証明的項 ξ で ξ  f(~x) = y となるものを取る．略さずに書けばこれは ξ 

(f(~x) = y ↪→ ⊥) → ⊥である．f(x) 6= y なので ↪→の定義から結局これは ξ  > → ⊥と同値となる．する
と，ξI  ⊥となるが，ξI ∈ PTなのでこれは斉一性に反する． �

V の集合 a ∈ V は単項述語だと思えるので，上の言葉を使って持ち上げが定義出来る．実はこれが上で言
及した ：aであるג

Def. 2.27. 関数 ג : V → V を Eג := E ×Πにより定める．
また，論理式 〈x ∈ E〉 = 1 ↪→ ϕの代わりに x ε Eג ↪→ ϕと略記する．

注意 2.28. ‖a 6ε ‖Eג = { π | (a, π) ∈ Eג } = { π ∈ Π | a ∈ E } = ‖a ε Eג ↪→ ⊥‖.
よって a ε Eג の表記に曖昧性はなく，a ε Eג ↪→ ϕと a ε Eג → ϕは交換可能である．
特に，論理式 ∀x ε Eג ϕは ∀x [x ε Eג → ϕ]の略記であると思って良い．すると定義から

‖∀x ε Eג ϕ[x]‖ =
⋃
a∈E

‖ϕ[a]‖, |∀x ε Eג ϕ[x]| =
⋂
a∈E

|ϕ[a]|.

さて，等号公理と V (R) における =の定義から，特に次の形の絶対性が手に入る：

定理 2.29. ti, ui, t, iを項とする．この時，

V |= ∀~x [t1[~x] = u1[~x] → · · · → tn[~x] = un[~x] → t[~x] = u[~x]]

⇐⇒ V (R) |= ∀~x [t1[~x] = u1[~x] ↪→ · · · ↪→ tn[~x] = un[~x] ↪→ t[~x] = u[~x]] .
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系 2.30. Aが V において等式的な代数なら，גAは V (R) の意味で同じ代数の構造が入る．

特に上で ti[x] ≡ x ∈ Ai, ui[x] = 1, t[x] = x ∈ B, u[x] = 1とおけば次を得る：

定理 2.31. V で定義された関数記号 f : A1×· · ·×An → Bについて，V (R) |= f : ·×A1ג · Anג×· → .Bג
特に，ZF-論理式 ϕ[~x]および a ∈ V (R) に対して，〈ϕ[~a]〉 ε .2ג また，2גには 2上の自明な Boole代数演
算を持ち上げる形で Boole代数の構造が入る．

2.4 Boole代数 2の構造とג V (R) における作用

Boole 代数 2ג は実現可能性モデルにおいて重要な役割を果たす．特に，もし 2ג が非自明なら，超準的な
元，特に互いに相異なるアトムが付加されていることをまずは見る．

Def. 2.32. 集合 xと i ∈ 2 = { 0, 1 }に対し，i · xを次で定める：

0 · x := ∅, 1 · x := x

この時，写像 (α, x) 7→ α · xは V (R) 上において ×2ג V (R) 上に延長されていることに気を付ける．

補題 2.33. I  ∀x ∀α ε 2ג [α 6= 1 → ∀z (z 6ε α · x)]

Proof. x ∈ V と α = 0, 1を任意に取る.
まず α = 0の時を考える．この時，

‖α 6= 1 → ∀z(z 6ε α · x)‖ = ‖> → ∀z (z 6ε ∅)‖ = ‖> → >‖

よって I  > → >より OK．
α = 1 の時，

‖α 6= 1 → ∀z(z 6ε 1 · x)‖ =

{
‖⊥ → >‖ (x = ∅)
‖⊥ → ⊥‖ (x 6= ∅).

I  ⊥ → >かつ I  ⊥ → ⊥なのでこの場合も良い． �
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補題 2.34. ∅ 6= x ∈ V に対し：I  ∀α, β ε 2ג [α · x = β · x ↪→ α = β].

Proof. α, β ∈ 2とする．特に α = β の時は定義より ‖α · x = β · x ↪→ α = β‖ = ‖⊥ → ⊥‖となるので OK．
α 6= β の時は，x 6= ∅より α · x 6= β · xなので，‖α · x = β · x ↪→ α = β‖ = ‖>‖となるのでこれも良い．�

同様に次が示せる：

補題 2.35. • ∅ ∈ E ∈ V に対し，I  ∀α ε 2ג ∀x [〈x ∈ E〉 ≥ α ↪→ α · x ∈ .[Eג
• x ∈ E ∈ V なら I  x ∈ .Eג

特に任意の x ∈ E に対して V (R) |= ∀α ε 2ג α · x ∈ .Eג

3 同値な定式化
本節では，より強制法に近い形で ZFの実現可能性モデルの定式化を与える．

3.1 名称を用いた定式化

強制法では，「P-名称」と呼ばれる特殊な項全体 V P を或る種の V の拡張と思って議論をした．これまでの
実現可能性モデルでは名称に制限せず，記号の解釈が異なるのみで V (R) = V となっていた．以下では，ZF
のモデルを得る上では強制法と同様に「R-名称」の全体だけを考えていれば十分であることを示す．

Def. 3.1 (R-名称の全体 V R). R = (Λ,Π,Λ ? Π, ) を実現可能性代数とする．この時 R-名称の全体
V R を順序数上の帰納法により次で定める：

V
(R)
0 := ∅, V

(R)
α+1 := P(V (R)

α ×Π), V (R)
γ :=

⋃
α<γ

V (R)
α if γ : limit,

V R :=
⋃
α∈On

V R
α .

V (R) 上での ZFε-論理式の解釈を真似て，以下では V R 上で ZFε-論理式の解釈を定める：

Def. 3.2 (V R における論理式の解釈). ZFε-論理式 ϕに対し，V (R) における虚偽値 ‖ϕ‖∗ ⊆ Πおよび
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真理値 |ϕ|∗ ⊆ Λを次で定める：

|ϕ|∗ := { ξ ∈ Λ | ∀π ∈ ‖ϕ‖∗ ξ ? π ∈ } ,
‖⊥‖∗ := Π, ‖>‖∗ := ∅,

‖a 6ε b‖∗ := { π ∈ Π | (a, π) ∈ b } ,
‖ϕ→ ψ‖∗ := { ξ . π | ξ ∈ |ϕ|∗, π ∈ ‖ψ‖∗ } ,

‖∀x ϕ[x,~b]‖∗ :=
⋃

a∈VR

‖ϕ[a,~b]‖∗,

‖a ⊆ b‖∗ :=
⋃

(c,π)∈a

{ ξ . π | ξ ∗ c /∈ b } =
⋃

c∈dom(a)

‖c /∈ b =⇒ c 6ε a‖∗

‖a /∈ b‖∗ :=
⋃

(c,π)∈b

{ ξ . ξ′ . π | ξ ∗ “a ⊆ c”, ξ′ ∗ “c ⊆ a” } = ‖∀x (a ' x =⇒ a 6ε b)‖∗

但し，ξ ∗ ϕ
def⇐==⇒ ξ ∈ |ϕ|∗ とする．

ZFε の論理式 ϕに対して，関係 V R |= ϕを次で定める：

V R |= ϕ
def⇐==⇒ θξ ∈ PT θ ∗ ϕ ( ⇐⇒ PT ∩ |ϕ|∗ 6= ∅).

すると，V (R) の場合と同様にして，V R は古典論理のモデルであり，ZFε の公理系も満たすことがわかる：

定理 3.3. V R |= ZFε.

こうして得られた V R は，当然ながら V (R) よりも少ないアトムを持つ．しかし，ZF部分については，全
く同じ理論を満たすことが示せる．それを正確に述べるため，V (R) と V R の元の間の翻訳を次で与える：

Def. 3.4. Φ : V (R) → V R,Ψ : V R → V (R) をそれぞれ超限帰納法により次のように定める：

Φ(x) := { (Φ(y), π) | (y, π) ∈ x ∩ (V ×Π) } ,
Ψ(ẋ) := { (Ψ(ẏ), π) | (ẏ, π) ∈ ẋ } .

Φと Ψは本質的には殆んど同じだが，定義域・値域がテレコになっているので，議論の見通しを良くする
ために違う名前をつけた．次はランクに関する帰納法により直ちに従う：

補題 3.5. 任意の ẋ ∈ V R に対し Φ(Ψ(ẋ)) = ẋ.
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更に，原子論理式についてはこの翻訳によって真偽値が正確に保たれることもわかる：

補題 3.6. ẋ, ẏ ∈ V R および x, y ∈ V (R) に対し次が成立：

‖ẋ 6ε ẏ‖∗ = ‖Ψ(ẋ) 6ε Ψ(ẏ)‖, ‖ẋ /∈ ẏ‖∗ = ‖Ψ(ẋ) /∈ Ψ(ẏ)‖, ‖ẋ ⊆ ẏ‖∗ = ‖Φ(ẋ) ⊆ Φ(ẏ)‖,
‖x 6ε y‖ = ‖Φ(x) 6ε Φ(y)‖∗, ‖x /∈ y‖ = ‖Φ(x) /∈ Φ(y)‖∗, ‖x ⊆ y‖ = ‖Φ(x) ⊆ Φ(y)‖∗.

Proof. (max(rk(x), rk(y)),min(rk(x), rk(y)))などなどの辞書式順序に関する帰納法． �

次が直ちに従う：

系 3.7. I  ∀x (Ψ(Φ(x)) ⊆ x) ,∀x (x ⊆ Ψ(Φ(x))).

これらを使うと，次のような形で V R と V (R) の「同値性」が言える：

定理 3.8. 任意の ZF-論理式 ϕに対し θ0, θ1 ∈ PTが存在し，任意の x1, . . . , xn ∈ V，ẋ1 . . . ẋn ∈ V R お
よび ξ ∈ Λに対し次が成り立つ：

ξ ∗ ϕ[ẋ1, . . . , ẋn] =⇒ θ0ξ  ϕ[Ψ(ẋ1), . . . ,Ψ(ẋn)],

ξ  ϕ[x1, . . . , xn] =⇒ θ1ξ 
∗ ϕ[Φ(x1), . . . ,Φ(xn)].

特に任意の ZF-閉論理式 ϕに対し V (R) |= ϕ ⇐⇒ V R |= ϕ.

Proof. ϕが原子論理式のときは定理 3.6より θ0 = θ1 = Iとすれば良い．
ϕ→ ψの形の時を考える．帰納法の仮定により θϕi , θ

ψ
i (i < 2)を取れば，このとき θ0 := λxy. θψ0 (x(θ

ϕ
1 y)),

θ1 := λxy. θψ1 (x(θ
ϕ
0 y))が求めるものである．

最後に ∀x ϕ[x, y]の形の論理式の場合を考える．帰納法の仮定により θϕ0 , θ
ϕ
1 を取っておく．以下 a, b ∈ V，

ȧ, ḃ ∈ V R とする．ξ  ∀x ϕ[x, b]の時は定理 3.5と帰納法の仮定から θϕ1 ξ 
∗ ∀x ϕ[x,Φ(x)]となる．

最後に ξ ∗ ∀x ϕ[x, ḃ] の場合を考えよう．すると定義と帰納法の仮定から，任意の ẋ ∈ V R に対し
θϕ0 ξ  ϕ[Ψ(ẋ),Ψ(ḃ)]が成り立つ．この事をつかって，任意の x ∈ V に対し θ0ξ  ϕ[x,Ψ(ḃ)]となるような θ0

を見付けたい．いま ϕは ZF-論理式で V (R) |= ZFεなので，定理 2.6の (3)より τ  ∀x∀x′∀y [x ⊆ x′ → x′ ⊆
x → ϕ[x, y] → ϕ[x′, y]]となるような τ ∈ PTが取れる．また定理 3.7より I  Ψ(Φ(x)) ⊆ x, x ⊆ Ψ(Φ(x))

である．そこで θ0 := λx. τII(θϕ0 x)と定める．ここで任意に x ∈ V を取れば θ0ξ  ϕ[x,Ψ(ḃ)]となる． �

V (R) における Eג の場合と同様，V の元に対応する V R の元が次で定まる：
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Def. 3.9. 集合 x ∈ V に対し，x̂ ∈ V R を ∈-に関する帰納法により次で定める：

x̂ := { (ŷ, π) | y ∈ x, π ∈ Π } .

更に，定義可能クラス E ⊆ V に対し，量化子 ∀x ε Ê の解釈を次で入れる：

‖∀x ε Ê ϕ(x)‖ :=
⋃
x∈E

‖ϕ(x̂)‖.

実際，∀x ε Ê ϕ(x)と ∀x [¬ϕ(x) → x 6ε Ê]が交換可能であることはすぐにわかる．

V (R) では V 上の定義可能関数は V (R) 全域に拡張された．これは，V (R) の元が同時に二つの役割を果し
ていたからである．ひとつは，V (R) における新たな集合の「名称」としての働きであり，もう一つは V にお
ける「古い」集合としての役割である．前者は所属関係を考える時に現れ，後者は V 上の関数の値や Eג を考
える際に現れる．Krivineの構成では，これらが互いに絡み合った形で定式化されているが，我々の V R にお
いては最早モデルは V 自身とは一致せず，V における関数記号の役割は二つに分岐することになる：

Def. 3.10. f を V 上定義された関数とするとき，V R において新たな関数記号 f , f̂ の解釈を次で定
める：

f̂V
R
(ẋ) :=

{
f̂V (x) (if ∃x ∈ V ẋ = x̂)

∅ otherwise.

fV
R
(ẋ) := fV (ẋ).

また，〈ϕ[~x]〉 を V における ZF-論理式 ϕ[~x] の真偽関数としたとき，その V̂ 上への拡張（上の f̂）は
Jϕ[~x]K で表す．

定義より次は明らか：

補題 3.11. V |= ∀x1 ∈ A1 . . . ∀xn ∈ An f(~x) ∈ B ⇐⇒ V R |= ∀x1 ε Â1 . . . ∀xn ε Ân f(~x) ε B̂.
特に V |= f : A→ B なら V R |= f̂ : Â→ B̂ と思える．

また，V R の場合と同様に強い等号を次で導入する：
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Def. 3.12. ṫ, u̇ ∈ V R に対し：

‖ṫ = u̇ ↪→ ϕ‖ =

{
‖ϕ‖ (ṫ = u̇)

∅ (otherwise).

全く同じようにして，等号的な Horn節の同値性が示せる：

補題 3.13. ti(~x), ui(~x), t(~x), u(~x)を関数とすると：

V |= ∀~x [t1(~x) = u1(~x) → · · · → tn(~x) = un(~x) → t(~x) = u(~x)]

⇐⇒ V R |= ∀~x [t1(~x) = u1(~x) ↪→ · · · ↪→ tn(~x) = un(~x) ↪→ t(~x) = u(~x)] .

系 3.14. V R |= 2̂ : Boole代数.

そこで以下では全て V R を使って議論を進めることにする．

4 外延的埋め込み，V R における自然数と従属選択公理
本節では，V R における自然数の性質と，従属選択公理が成り立つ十分条件について基本的な考察を行う．

4.1 外延性と関数・関係に関する注意

自然数と従属選択公理について論じる前に，ZFε-関数と ZF-関数の間の相互関係について細かく分析して
おく．

Def. 4.1. ZFε において集合 X が外延的 def⇐==⇒ ∀x, y ε X [x ' y → x = y].

定義より明らかに次が成り立つ：

補題 4.2. X が外延的で Y ⊆ X なら Y も外延的．
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補題 4.3. X,Y が外延的なら X × Y も外延的．

Proof. (x, y), (x′, y′) ε X × Y かつ (x, y) ' (x′, y′)とすると，順序対の定義は ZF部分でも ZFε 部分でも同
じように出来るので x ' x′かつ y ' y′. するとX,Y の外延性より x = x′, y = y′を得，結局 (x, y) = (x′, y′)

を得る． �

定義域・値域の外延性は，ZFε-関数と ZF-関数の互換性に関して重要な十分条件を与える：

補題 4.4. (1) X が外延的で f : X −−→
str

Y なら f : X −−→
ext

Y .
(2) Y が外延的で f : X −−→

ext
Y なら f ' f ′ := { (x, y) ε X × Y | (x, y) ∈ f }.

(3) X,Y が共に外延的なら，f : X −−→
str

Y ⇐⇒ f : X −−→
ext

Y . 単射全射の概念も一致する．

外延的写像が与えられれば，それを用いて引き戻し・押し出しを考えることが出来る．通常の ZFにおける
議論と同様にして次が成り立つ：

補題 4.5. f : A −−→
ext

B について，f∗ : P(A) → P(B) および f∗ : P(B) → P(A) をそれぞれ
f∗(X) := { f(x) | x ∈ X }および f∗(Y ) := { x ε X | f(x) ∈ Y }で定める．

(1) f∗, f∗ は共に外延的関数，
(2) f が外延的単射なら f∗ も外延的単射，
(3) f が外延的全単射なら f∗, f∗ は互いに ZF-逆写像であり，従って ZF-全単射．

これらは個別の写像が ZFと両立するか否かという問題を扱っているが，個別のモデルにおける議論では，
良い写像を介して ZFε 側の現象を ZF側にも伝播させる形で種々の独立性を証明する．そのために必要なの
が次の概念である：

Def. 4.6. A,B を集合，f : A −−→
str

B とする．x 6= y なら f(x) 6' f(y)となるとき，f は Aを B に外延
的に埋め込むと言う．このとき f : A ↪→e B，あるいは f を略して A ↪→e B と書く．
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注意 4.7. a 6' b =⇒ a 6= b なので f : A ↪→e B の時 f は ZFε の意味で単射となっている．しかし，
a ' bなら f(a) ' f(b)となるかは定かではないので，外延的埋め込みが ZF-写像であるとは限らず，特
に ZF-単射になっているわけではない．なのであまり良い用語法ではないが，言葉にない事には仕方がな
いので当座そう呼ぶことにする．

明らかに ZF-単射と外延的埋め込みの合成は外延的埋め込みになる：

補題 4.8. A f−−−−→
str,1-1

C
g

↪−−−−→e D
h−−−−→

1-1,ext
B なら h ◦ g ◦ f : A ↪→e B.

外延的埋め込みがあると，単射と全射を互いに融通しあうことが出来る：

補題 4.9. 下図のような ZF-全射 f ,外延的埋め込み i, j が与えられたとする：

A B

A0 B0

f

ext

i

e
j

e

str

∃f̄

但し iの全射性は ZFε の意味とする．このとき上図を可換とする ZFε-全射 f̄ : A0
onto−−−→
str

B0 が存在する．

Proof. b0 ∈ B0 を一つ固定し，f̄ は次で定める：

f̄(a) =

{
b if f(i(a)) ' j(b) for some b ∈ B0,

b0 otherwise.

j(b′) ' f(i(a)) ' j(b)なら j が外延的埋め込みであることから b′ = bとなるので，この f̄ は well-definedで
あり，特に A0 の全域で定義されている．
あとは全射を見ればよい．ここで b ∈ B0 を任意にとれば，f の ZF-全射性より f(a′) ' j(b)となる a′ ∈ A

が取れる．すると iは ZFε-全射なので i(a) = a′ となる a ∈ A0 が取れる．よって f(i(a)) = f(a′) ' j(b)を
得る． �

これの双対も成立する：
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補題 4.10. 下図のような ZFε-単射 f ,外延的埋め込み i, j が与えられたとする：

A B

A0 B0

∃f̄

ext

i

e
j

e

ext

f

このとき上図を可換とする ZF-単射 f̄ : A
1-1−−→
ext

B が存在する．

Proof. i が ZFε-全単射なので，f̄(a) := j(f(i−1(a))) により f̄ を定めよう．ここで j(f(i−1(a0))) '
j(f(i−1(a1))) なら j が外延的埋め込みであることから f(i−1(a0)) = f(i−1(a1)) となり，f の ZFε-単射
性より i−1(a0) = i−1(a1) を得る．すると今度は i が外延的埋め込みであることから a0 = i(i−1(a0)) '
i(i−1(a1)) = a1 となる．よって f̄ は可換である． �

補題 4.11. 下図のような ZFε-全射 f ,外延的埋め込み i, j が与えられたとする：

A B

A0 B0

∃f̄

ext

i

e
j

e

str

f

但し i, j の全射性は ZFε の意味とする．このとき上図を可換とする ZF-全射 f̄ : A
onto−−−→
ext

B が存在する．

Proof. f̄ = j ◦ f ◦ i−1. �

補題 4.12. 下図のような ZF-単射 f ,外延的埋め込み i, j が与えられたとする：

A B

A0 B0

f

ext

i

e
j

e

str

∃f̄

但し iの全射性は ZFε の意味とする．このとき上図を可換とする ZFε-単射 f̄ : A0
onto−−−→
str

B0 が存在する．
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Proof. f̄ = j−1 ◦ f ◦ i. �

系 4.13. A0 e A, B0 e B なら Aと B の間の単射・全射・全単射と A0 と B0 の間のそれらの存在
は同値になる．

4.2 実現可能性モデルにおける自然数の表現

実現可能性モデルでは，扱い易いよう von Neumann順序数とは異なる自然数のコードを採用する：

Def. 4.14. V においては自然数 n を {. . . {︸ ︷︷ ︸
n

0 } . . . }︸ ︷︷ ︸
n

と同一視し，その全体を N で表す．写像 s を

s(ẋ) := { (ẋ, π) | π ∈ Π }により定めれば，sn0 = n̂となる事は簡単な帰納法で示せる．
そこで，集合のR-名称 ∗N ∈ V R を次で定める：

∗N := { (sn0, n . π) | n < ω, π ∈ Π } .

ただし，ここで n は Church 数項：0 := λfz. z, n+ 1 := σ n, σ := λnfz. nf(fz). この時
n ? ξ . π B ξnη ? π となる．

注意 4.15. ‖ȧ 6ε s(ḃ)‖ = ‖ḃ 6= ȧ‖かつ ‖ȧ ε s(ḃ)‖ = ‖ȧ = ḃ‖. とくに ‖ẋ 6ε s(ẋ)‖ = Πであり，等号公理
から V R |= ∀x, y [x ε s(y) → x = y].

この集合が V R で見ると ∈の意味でも εの意味でも自然数全体となっていることを以下では見ていく．特
に，∗Nが 0を含み sで閉じた最小の集合である事を示せば良く，つまり数学的帰納法の図式が ∗Nについて
実現されている事を見ればよいことになる．
その前にまず，こうして導入した s, 0が外延的同値性 'と両立することを確かめる：

補題 4.16. (1) I  ∀x, y (s(x) = s(y) ↪→ x = y),
(2) λx. xI  ∀x (s(x) 6' 0),
(3) V R |= ∀x ∀y [x ' y ↔ s(x) ' s(y)],
(4) λgx. g(σx)  ∀y (s(y) 6ε ∗N → y 6ε ∗N),
(5) V R |= ∀x (s(x) /∈ ∗N → x /∈ ∗N).
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Proof. (1)は明らか．(2)を示す．特に λx. xI  s(x) * ∅を示そう．略さずに書けば，

λx. xI  (∀z (z /∈ ∅ → z 6ε s(x))) → ⊥

を示せばよい．つまり，η  ∀z (z /∈ ∅ → z 6ε s(x))と π ∈ Πに対して λx. xI ? η . π B ηI ? π ∈ Πを示せれば
良い．しかるに，‖z /∈ ∅‖ = ‖∀w (w ' z → w 6ε 0)‖ = ∅であり，‖z 6ε s(x)‖ = ‖z 6= x‖なので，任意の z ∈ V

に対して η  (∀z (z /∈ ∅ → z 6ε s(x))) ⇐⇒ η  > → z 6= xとなる．特に z = xに取れば，η  > → ⊥を
得，I  >より ηI ? π ∈ を得る．

(3)について：演繹について閉じているので，V R の中で議論する．任意の a, bについて：

s(a) ⊆ s(b) ⇐⇒ ∀x (x /∈ s(b) → x 6ε s(a)) ⇐⇒ ∀x (x /∈ s(b) → x 6= a) ⇐⇒ a ∈ s(b).

いま，a ' bなら a ' b ε s(b)より ∈の公理から a ∈ s(b)が得られる．また，逆に a ∈ s(b)なら z ε s(b)で
a ' z となるものが取れるが，上の注意より s(b)は V R において bのみしか元を持たないので a ' b.

(4)：やるだけ．
最後に (5)について：次の同値変形から明らか：

x ∈ ∗N ⇐⇒ ∃y ε ∗N y ' x ⇐⇒ ∃y ε ∗N (s(x) ' s(y)) =⇒ s(x) ∈ ∗N.

∗Nに関する量化子の虚偽値の計算を簡単にするため，次の記号を導入する：

‖∀x ε ∗N ϕ[x]‖ := { n . π | π ∈ ‖ϕ[sn0]‖ } .

これが期待通りの振る舞いをすることはルーチンワークで示せる：

補題 4.17. (1) λxyz. y(xz)  ∀x ε ∗N ϕ[x] → ∀x (¬ϕ[x] → x 6ε ∗N),
(2) λxy. cc (λk. xky)  ∀x (¬ϕ[x] → x 6ε ∗N) → ∀x ε ∗N ϕ[x].

Proof. (1) ξ  ∀x ε ∗N ϕ[x], x ∈ V , η  ¬ϕ[x], π0 ∈ ‖x 6ε ∗N‖とする．この時，∗Nの定義より n < ω と
π ∈ Πで x = sn0かつ π0 = n .πとなるものが取れる．示すべきことは，λxyz. y(xz) ? ξ . η .n .π ∈
である．このとき λxyz. y(xz) ? ξ . η . n . π B η(ξn) ? π B η ? ξn . π であり η  ϕ[sn0] → ⊥なので，
あとは ξn  ϕ[sn0]が示せれば良い．しかるに$ ∈ ‖ϕ[sn0]‖を取れば，ξn ? π B ξ ? n .$となり，定
義より n .$ ∈ ‖∀x ε ∗N φ[x]‖なので ξ ? n .$ ∈ を得る．

(2) 同様．

それでは，次に掲げる ∗Nの帰納法図式を示していく．

定理 4.18. 任意の ZFε-論理式 ϕ[z, ~x]に対し，次が成立：

I  ∀~x ∀n ε ∗N (∀y (ϕ[~x, y] → ϕ[~x, s(y)]) → ϕ[~x, 0] → ϕ[~x, n]).
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これが示せれば，ZF-論理式と 'が両立する事から ZFにおける帰納法図式も成立する：

系 4.19. 任意の ZF-論理式 ϕ[z, ~x]に対し，次が成立：

V R |= ∀~x ∀n ∈ ∗N (∀y (ϕ[~x, y] → ϕ[~x, s(y)]) → ϕ[~x, 0] → ϕ[~x, n]).

特に V R を ZFのモデルとみたとき，∗Nは自然数全体の集合と同型．

Proof. 上の定理 4.18および，ZF-論理式が 'と両立するという定理 2.6の (3)より直ちに従う. �

系 4.20. V R |= ∀n,m ε ∗N [n ' m→ n = m].

あとは上の定理 4.18を示せばよい．それには次の補題を使う：

補題 4.21. n, k < ω とし，ξ  ∀y (ϕ(y) → ϕ(sy)), η  ϕ(sk0)および π ∈ ‖ϕ(skn)‖とする．このとき
n ? ξ . η . π ∈ .

Proof. nに関する帰納法で示す．
n = 0の時は π ∈ ‖ϕ(sk0)‖となるので，

0 ? ξ . η . π B η ? π ∈

となるから OK.
nで成立するとして n+ 1の場合を考えると，

n+ 1 ? ξ . η . π ≡ σn ? ξ . η . π B n ? ξ . (ξη) . π

このとき (ξη)  ϕ(sk+10) であり，π ∈ ‖ϕ(sk(sn))‖ = ‖ϕ(sk+1n)‖ となるから，帰納法の仮定より n ? ξ .

(ξη) . π ∈ を得る． �

Proof of Theorem 4.18. 簡単のため以下 ~xは省略する．ϕ(n)を ZFε の論理式として次を示す：

I  ∀~x ∀n ε ∗N (∀x (ϕ(x) → ϕ(sx)) → ϕ(0) → ϕ(n)).

そこで n < ω と ξ  ∀x ϕ(x) → ϕ(sx)，η  ϕ(0)および π ∈ ‖ϕ(sn0)‖を固定し，次を示せばよい：

I ? n . ξ . η . π B n ? ξ . η . π ∈ .

しかし，これは定理 4.21で k = 0と置けば得られることである． �
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また，∗N が外延的同値性と相性が良いことから，∗N 上帰納的に定義された関数は ZF のモデルの中でも
ちゃんと関数として振る舞うことがわかる：

補題 4.22. ZFε のモデルにおいて，自然数上定義された関数は外延的にも関数となる：

ZFε ` ∀x ∀f : N → V R ∀n,m ∈ N [n ' m→ f(n) = f(m)].

Proof. 帰納法図式を満たす集合と { ∅, { ∅ } , { { ∅ } } , . . . }の間には同型写像が存在し，後者の集合はこれま
で見たように外延的なので． �

また，今回はそんなに使わないが，部分再帰関数はちゃんと ∗N上に拡張されて定義される：

補題 4.23. (1) F : Nk → Nが部分再帰関数なら V R |= F̂ : ∗Nk → ∗N,
(2) F : Nk → 2が部分再帰関数なら V R |= F̂ : ∗Nk → { 0, 1 }.

以上を踏まえて，V における N上の再帰的な関数 f と，V R における V̂ 上への拡張 f̂ を同一視してしまい，
しばしばˆなどは省略してしまう．たとえば V R において x +̂ y と書く代わりに単に x+ y と書いたりする．

4.3 従属選択公理および非外延的選択公理

濃度に関する条件を課せば，実現可能性モデル内部では従属選択公理が実現されていることを見る．

Def. 4.24. Rを実現可能性代数とする時，|R| = |Λ ∪Π ∪ Λ ?Π|と表す．
以下，適当な単射 Λ×Π 3 (ξ, π) 7→ αξ,π ∈ |R|が固定されているものとする．

補題 4.25. C を dom(C)が整列可能なクラス，κ := |R|, ϕ[~x, y]を ZFε の論理式とする．この時，次を
満たす関数 f = fCϕ : V × κ→ V が定義可能：

(1) 任意の (a, π) ∈ C, ~x ∈ V と ξ  ϕ[~x, a]に対し，α < κで ξ . π ∈ ‖ϕ[~x, f(~x, α)] → f(~x, α) 6ε C‖
を満たすものが存在，

(2) I  ∀~x ∀y [∀α ε κ̂ (ϕ[~x, f(~x, α)] → f(~x, α) 6ε C) → ϕ[~x, y] → y 6ε C].
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特に，集合を値域とする弱い Skolem関数が常に取れる：

V R |= ∀X ∀Y ∃f : <ωX × κ̂ −−→
str

Y ∀~x ∈ <ωX ∀y ε Y [ϕ[~x, y] → ∃α ε κ̂ ϕ[~x, f(~x, α)]] .

Proof. (1) C の整列順序 <C を一つ固定する．以下が求めるものとなる：

f(~x, α) :=

{
min<C { c | α = αξ,π, ξ  “ϕ[~x, c]”, (c, π) ∈ C } (if 6= ∅)
min dom(C) (otherwise)

実際，(a, π) ∈ C かつ ξ  ϕ[~x, a]なら ξ  ϕ[~x, f(~x, αξ,π)]かつ π ∈ ‖f(~x, αξ,π) /∈ C‖となる．
(2) 示すべきことは，任意に ~x ∈ V, (y, π) ∈ C, ξ  ∀α ε κ̂(ϕ(~x, f(~x, α)) → f(~x, α) 6ε C)および η  ϕ(~x, y)

を取って，
I ? ξ . η . π B ξ ? η . π ∈

である．しかし前の (1) より η . π ∈ ‖ϕ(~x, f(~x, αξ,π)) → f(~x, αξ,π) 6ε C‖ であり，∀ の解釈から
ξ  ϕ(~x, f(~x, αξ,π)) → f(~x, αξ,π) 6ε C なので良い．

また，|R| = ℵ0 の時は，よりパラメータの範囲を厳しく制限出来ることが，同様の議論によってわかる：

補題 4.26. |R| = ℵ0 で C を dom(C)が整列可能なクラス，ϕ[~x, y]を ZFε の論理式とする．この時，次
を満たす関数 f = fCϕ : V × κ→ V が定義可能：

(1) 任意の (a, π) ∈ C, ~x ∈ V と ξ  ϕ[~x, a]に対し，n ∈ Nで ξ . π ∈ ‖ϕ[~x, f(~x, n)] → f(~x, n) 6ε C‖を
満たすものが存在，

(2) I  ∀~x ∀y [∀k ε ∗N (ϕ[~x, f(~x, k)] → f(~x, k) 6ε C) → ϕ[~x, y] → y 6ε C].

特に，集合を値域とする弱い Skolem関数が常に取れる：

V R |= ∀X ∀Y ∃f : <ωX × κ̂ −−→
str

Y ∀~x ∈ <ωX ∀y ε Y [ϕ[~x, y] → ∃α ε κ̂ ϕ[~x, f(~x, α)]] .

この Skolem関数は強い同値性に関する関数にはなっているが，外延的同値性と両立するとは限らない．と
もあれ，この弱い Skolem関数を使えば，特定の条件下で非外延的な選択関数が定義可能となることがわかる：

定理 4.27 (Non-extensional Axiom of Choice, NEAC). κ := |R|とする．この時：

V R |= κ̂ : 整列可能 =⇒ ∀z ∃F : 写像 [F v z ∧ ∀x ∀y ∃y′ [(x, y) ∈ z → (x, y′) ∈ F ]]
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

.

波下線部の命題を非外延的選択公理（NEAC）と呼ぶ．特に，κ = ℵ0 なら無条件に V R |= NEAC.

34



Proof. V R をあたかもモデルであるかのように扱って示そう．そこで <κ̂ を κ̂ 上の整列順序とする．集合
z ∈ V R を任意にとって，ϕ(z, x, y) :≡ (x, y) ε z とおく．この時，上の定理 4.25 の「特に」部分を ϕ と
X = dom(z), Y = ran(z)に適用すれば，f : dom(z)× κ̂→ ran(z)で，

V R |= ∀x ∈ dom(z) ∀y ∈ ran(z) [(x, y) ε z → ∃α ∈ κ̂ (x, f(x, α)) ε z]

を満たすものが取れる．そこで，

F := { (x, f(x, α)) | α = min<κ̂
{ α ε κ̂ | (x, f(x, α)) ∈ z } }

により定めれば，これが求めるものである． �

更に，ZFε + NEACから従属選択公理 DCが証明出来る：

補題 4.28.

ZFε + NEAC ` ∀X ∀R ∃f : ω −−→
str

X[∀x ε X ∃y ε X (x, y) ε R→ ∀n < ω (f(n), f(n+ 1)) ε R].

Proof. g ⊆ Rで g : X −−→
str

X となっているものを取り，x0 ∈ X を任意に固定する．f : ω → X を次のよう
に帰納的に定義する：

f(0) := x0, f(n+ 1) := g(f(n)).

すると，任意の n < ω に対して (f(n), f(n+ 1)) ε Rであり，特に (f(n), f(n+ 1)) ∈ R． �

系 4.29. ZF + NEAC ` DC.

Proof. Rが ZFの意味で極大元を持たない X 上の二項関係だとする．R∗ := { (x, y) ε X ×X | (x, y) ∈ R }
により R∗ を定めれば，R∗ は ZFε の意味で極大元を持たない X 上の二項関係となる．そこで上の定理 4.28
を使えば，f : ∗N −−→

str
X で (f(n), f(n+ 1)) ε R∗ を満たすものが取れる．定理 4.22より f : ∗N −−→

ext
X と見

ることができ，R∗ の定義より (f(n), f(n+ 1)) ∈ Rが成り立つ． �

系 4.30. κ = |R|とおけば，V R |= “κ̂ : 整列可能 =⇒ DC”. 特に |R| = ℵ0 なら V R |= DC.

4.4 非外延的選択公理の特徴付け

ZFでの通常の議論と同様に，次の議論が成り立つ：
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補題 4.31. ZFε 上で次は同値：

(1) NEAC,
(2) ∀X ∃f : function ∀x ε X [∃w (w ε x) → f(x) ε x].

Proof. (1) =⇒ (2)：収集公理で z = { (x, z) | z ε x ε X }とおけば，NEACより関数 f v z が取れ，この
時 x ε X が空でなければ f(x) ε xとなる．
(2) =⇒ (1)：z が与えられたとし，I := dom(z)とおく（内包公理と収集公理からこれは dom(z)は集合

として存在する）．zi := { (i, x) | (i, x) ε z, i ε I }と定め，X := { zi | i ∈ I }とおく．この時 (2)より関数 g

で各 i ε I に対し g(zi) ε zi，すなわち g(zi) ∈ z となるものが取れる．そこで f := ran(g)とおけば，これが
NEACが求める z の一様化となっている． �

注意 4.32. 通常の選択公理と同じく，NEACは次の命題とも同値になるような気がするかもしれない：

任意の集合 Aと同値関係 ∼に対して完全代表系 A∗ が存在する．即ち ∀x, y ε A∗ [x ∼ y → x = y]

かつ ∀x ε A ∃y ε A∗ x ∼ y なる A∗ v Aが存在する．

しかし，期待に反してこれは ZFε+NEACの公理系だけからは出て来ない．通常，これは xに対する ∼-
同値類を [x]∼ と書くことにすれば，求める完全代表系 A∗ は A0 := { [x]∼ | x ∈ A }に対する選択関数の
像を取ることで得られる．しかし，ここでは「完全性」に暗黙裡に集合の外延的同値性を使っている．即
ち，x ∼ y なら [x] = [y]となることがこの証明のキモだったが，ZFε の公理系だけから内包公理の与え
る集合が外延性を満たすことは従わない．実際，V R における内包公理を実現する名称の構成法は同値関
係についてこうした互換性が成り立たない．

5 具体例：スレッドモデル
以下では，まず標準的な実現可能性モデルについて考える：

Def. 5.1. A が Π0 をスタック定数，Λ0(⊇ {B,C,K,W, I, cc }) を原子項とする標準実現可能性代数
def⇐==⇒ Λは { kπ | π ∈ Π }∪Λ0 の元を原子コンビネータとする CL-項の全体，Πの元は ξi ∈ Λ (i < n)と

π0 ∈ Π0により ξ0 . · · · .ξn−1 .π0の形のみであり，BはKrivine機械の簡約規則に対応し，Λ?Π = Λ×Π,
PT :=

{
θ ∈ Λ

∣∣ θ に kπ の形の項が現れない
}
．また Bの表示は関数的．

36



スレッドモデル (model of threads)は Krivine [7]が定義した一番簡単な斉一的な実現可能性代数である：

Def. 5.2. スレッド代数 T は次を満たす標準的実現可能性代数とする：

• 原子項は { B,C,K, I,W, cc, ς }，
• 相異なる可算個のスタック定数 { πn | n < ω }を持つ，
• Λ 3 η 7→ nη ∈ ∗N を（証明的とは限らない）項の再帰的な列挙，n 7→ ξn をその逆関数とし，
n 7→ θn を証明的項 PTの再帰的な列挙とする，

• ς ? ξ . η . π B ξ ? nη . π,
• を次で定める：

ξ ? π /∈ def⇐==⇒ ∃n < ω θn ? πn B ξ ? π.

θn ? πn の簡約過程に現れる項全体を n番目のスレッドと呼ぶ．つまり， は何如なるスレッドに
も属さないプロセスの集合である．

ソフトウェア工学において，スレッドとは同時並行で計算を行う際に使われる概念で，逐次的な計算を行う
独立した単位のことである．

補題 5.3. スレッド代数 T は斉一的である．

Proof. 任意の ξ ∈ PTを取れば，ξ = θn なる nがあり，定義より θ ? πn ∈ となる． �

スレッド代数の濃度は可算なので定理 4.30より従属選択公理が成り立つ：

補題 5.4. V (T ) |= DC.

本小節の目標は次の独立性証明である：

定理 5.5 (Krivine).

V (T ) |= ZF + DC + ∃ { Xn ⊆ P(∗N) | n < ω } ∀n,m ∈ ∗N [|Xn| < |Xn+1| ∧ |Xn ×Xm| = |Xnm|] ,
+ ∃ { Yn ⊆ P(∗N) | n < ω } ∀n ∈ ∗N |Yn+1| < |Yn|.
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そこで，上を満たす Xn や Yn たちの構成について以下では見ていく．

5.1 2のג Boole構造と nג

以下では，von Neumann順序数もどきの表現を使って分析をする．特に，k < nなる sk0の形の数項全体
に太字の表記を用いる．
はג V (R) における x̂に対応するものだったが，今考えている V R では使わないので，お行儀が悪いがこの

記号を再利用する．

記号. V において n := { 0, 1, . . . , n }として，ג : { n̂ | n < ω } → V̂ を次で定める：

(n̂)ג :=
{
(k̂, π)

∣∣∣ k < n, π ∈ Π
}
= n̂.

：nは，期待通り自然数の構造を反映した性質を持っていることがわかるג

補題 5.6. 次の論理式が V R で成立：

(1) ∀m ε N̂ ∀n ε N̂ [Jm < nK = 1 ⇐⇒ m ε ,[nג
(2) ∀m ε N̂ ∀n ε N̂ [Jm < nK = 1 → mג v ,[nג
(3) ∀m ε N̂ ∀n ε N̂

[
Jm < nK = 1 ⇐⇒ ∃y ε N̂ n = m +̂ y +̂ 1

]
.

よって特に nג '
{
x ε N̂

∣∣∣ Jx < nK = 1
}

.

Proof. (1) n,m ∈ Nを任意にとれば ‖ Jm̂ < n̂K = 1‖ = ‖m̂ ε .‖nג (2) <R の推移性（??）および (1)より．
(3)も同様． �

この nたちが，実は上の命題のג Xn たちと同じ役割を果す．

補題 5.7. V R において，写像 (x, y) 7→ my + xは mג × nג → ，への全単射となっている．特に(mn)ג
次の論理式が Iで実現されている：

(1) ∀m,n ε N̂ ∀x ε mג ∀y ε nג (my +̂ x) ε ,mnג
(2) ∀m,n ε N̂ ∀x, x′ ε mג ∀y, y′ ε nג

[
my +̂ x = m′y +̂ x′ ↪→ x = x′ ∧ y = y′

]
,

(3) ∀m,n ε N̂ ∀z ε (mn)ג ∃x ε mג ∃y ε nג z = my +̂ x.
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Def. 5.8 (可算実現可能性代数の特性関数). V において ∆ : { n̂ | n ∈ N } → 2を次で定める：

∆(n̂) :=

{
0 if ξn  ⊥
1 otherwise

これを用いると，V R における ：2の可算稠密集合が得られるג

補題 5.9. θ := λxy. ςyxxとおくと θ  ∀x ε 2ג [x 6= 0 → ∃n ε ∗N (0 6= ∆(n) ≤ x)].

Proof. 実際には次を示せばよい：

θ  ∀x ε 2ג [x 6= 0 → ∀n ε ∗N (0 6= ∆(n) → ∆(n) + a 6= a) → ⊥]

そこで a = 0, 1の時に ξ  a 6= 0, η  ∀n ε ∗N (∆(n) 6= 0 → ∆(n)+a 6= a), π ∈ Πを固定し，θ ?ξ .η .π ∈
を示す．ここで，

θ ? ξ . η . π B ς ? η . ξ . ξ . π B η ? nξ . ξ . π.

η の取り方より，nξ ? ξ . π ∈ ‖∀n ε ∗N (0 6= ∆(n) → ∆(n) + a 6= a)‖ を示せばよい．特に ∀n ε ∗N
の解釈の定義から，ξ . π ∈ ‖∆(nξ) 6= 0 → ∆(nξ) + a 6= a‖ が言えればよい．そこで ξ  ∆(nξ) 6= 0

および ‖∆(nξ) � a‖ = ‖⊥‖ = Π を示したい．まず，∆(nξ) = 0 の時は定義より ξ = ξnξ
 ⊥ かつ

‖∆(nξ) 6= 0‖ = ‖⊥‖なので良い．∆(nξ) = 1の時はそもそも ‖∆(nξ) 6= 0‖ = ‖>‖となるので ξ ∈ Λ = ‖>‖
より良い．
あとは ‖∆(nξ) � a‖ = ‖⊥‖を示せばよいが，これは �の定義より V |= ∆(nξ) ≤ aとなる事が言えれば良

いだけである．a = 1の時は自明．a = 0なら ξ  a 6= 0より ξ  ⊥となるから ∆(nξ) = 0となりこれもよ
い．よって示せた． �

これを使うと，2גから P(R)への外延的埋め込みが得られることがわかる：

補題 5.10. V R において対応 2ג εx 7→ Dx := { n ε ∗N | 0 6= ∆(n) ≤ x }は 2からג P(R)への外延的埋
め込みを与える．

Proof. 相異なる x, y ε 2を取る．特にג x ·y = 0である場合について考えよう．そこで 0 < ∆(n) ≤ x+yなる
n ε ∗Nを取れば，x, yが両立しないことから∆(n) ≤ x ⇐⇒ ∆(n) � yが成り立つ．よって n ∈ Dx MextDy

となるので，Dx 6' Dy. また，x · y > 0の時は x′ = x · (−y), y′y · (−x)とおいて 0 < ∆(n) ≤ x′ + y′ となる
ものを取れば同様の事が成り立つ． �
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系 5.11. 2が非自明ならג V R は非標準自然数を持つ．

Proof. 0 < a < 1なる a ε 2を取れば，0ג < ∆(n) ≤ a < 1なる n ε ∗Nが取れる．いま，任意の k ∈ Nに対
して ∆(k̂) = 0または 1となるから，nは何如なる標準自然数とも異なる． �

よって 2自体はג ZFのモデルとして見ると { 0, 1 }に縮退してしまうが，ZFε における 2と同じ構造をしたג
実数の集合が ZFの側でも得られている．
ではどのような時に ？2が非自明になるのかג という十分条件が次である：

補題 5.12. 証明的項 ω0 および ω1 で次を満たすものがあるとする：

∀π ∈ Π ω0kπ  ⊥ or ω1kπ  ⊥.

この時，2גは V (R) で非自明となっている．特に，θ := λf. cc(λk. f(ω1k)(ω0k))とおけば，

θ  ¬∀x (x 6= 0 → x 6= 1 → x 6ε .(2ג

Proof. ξ  ∀x (x 6= 0 → x 6= 1 → x 6ε および(2ג π ∈ Πを任意にとって，θ ? ξ . π ∈ を示す．この時，

θ ? ξ . π B ξ ? ω1kπ . ω0kπ . π.

ξ に関する仮定から，任意の x < 2について ξ  x 6= 0 → x 6= 1 → x 6ε .2ג よって特に ξ  ⊥ → > → ⊥か
つ ξ  > → ⊥ → ⊥が成り立つ．‖>‖ = Λに注意すれば，ω0kπ  ⊥でも ω1kπ  ⊥でも上の式は に属す
ることがわかる． �

更にアトムを持たない十分条件が以下である：

補題 5.13. α0, α1, α2 ∈ PT で任意の ξ ∈ Λ, π ∈ Π について kπξα0, kπξα1 または kπξα2 の
いずれかが ⊥ を実現するような物が存在するとする．このとき 2ג はアトムを持たない．特に
θ := λxy. cc(λk. x(kyα0)(x(kyα1)(kyα2)))とおけば，

θ  ∀x ε 2ג [∀y ε 2ג (x · y > 0 =⇒ x � y) → x = 0] .

Proof. 結論部分の論理式は，[ ]内の対偶を取れば次の形になる：

∀x ε 2ג [x > 0 → ∃y ε 2ג (0 < x · y < x)].

そこで適当な x > 0を取れば，0 < x · y < xとなる yが存在する．ここでもし x · (−y) = 0とすると x · y = x

となり結論に反するから，x · yおよび x · (−y)は共に非零で互いに両立しない x未満の元になっている．よっ
て上の結論が示されれば 2はג V R でアトムを持たない事がわかる．

40



以下主張を示していく．定義に従って x, y にそれぞれ 0, 1を代入して考えれば，結局以下が言えれば良い
ことがわかる：

(1) ξ  ⊥ → ⊥ → ⊥, η  ⊥, π ∈ Π =⇒ θ ? ξ . η . π ∈ ⊥,
(2) ξ  ⊥ → > → ⊥, ξ  > → ⊥ → ⊥, η ∈ Λ, π ∈ Π =⇒ θ ? ξ . η . π ∈ .

簡約すれば，いずれの場合も ξ ? kπηα0 . ξ(kπηα1)(kπηα2) . π ∈ を示せばよい．

(1) π ∈ ‖⊥‖より任意の ψ に対し kπ  ⊥ → ψ であり，今 η ⊥より，kπη は任意の型を持ちうることに
注意すれば明らか．

(2) |>| = Λより kπηα0 ⊥の時は ξ  ⊥ → > → ⊥を使えば良い．そこで kπηα0 1⊥とする．この時，
一番外側の ξ の型は必然的に ξ  > → ⊥ → ⊥を使うしかないので，ξ(kπηα1)(kπηα2)  ⊥が言えれ
ばよい．しかし仮定より kπηα1 または kπηα2 の少なくとも一方は ⊥を実現するから，仮定より明らか
に成り立つ．

まず，2גn は P(R)に外延的に埋め込むことが出来る：

補題 5.14. V R |= ∀n ε ∗N (2n)ג ↪→e P(R).

Proof. まず定理 5.7を n ε ∗Nについての帰納法で繰り返し適用すれば，ג(2n)と n(2ג) の間に自然な全単射
が存在することがわかる．すると，(2ג)n ε(b1, . . . , bn) 7→ Db1 × · · · ×Dbn v P(∗Nn). 定理 5.10の議論より
Db1 × · · · ×Dbn ' Db′1

× · · · ×Db′n
なら b1 = b′1, . . . , bn = b′n が言えるので，この対応による行き先は外延

的に相異なる．∗Nn と ∗Nの間の再帰的な全単射は定理 4.23より自然に V R の ∗Nにも持ち上がり，特にこ
れらは外延的全単射になっているので，定理 4.8より所望の結果が得られる． �

系 5.15. V R |= ∀n ε ∗N nג ↪→e P(R).

Proof. n < 2m なるmを取れば，定理 5.6の (2)より nג v (2m)ג ↪→e P(R).

さて，定理 5.5 で求める集合族のうち { Xn | n < ω } は { nג | n ε ∗N } の P(R) における像である．更に，
（非／外延的）従属選択公理が成り立つなら，2גの真の無限減少列 〈bn |n < ω〉が取れる．実はこの bn たちの
定める切断が定理 5.5の { Yn | n < ω }に対応する．
これらが増加・減少列になっていることは明らかであり，それらは定理 5.15と定理 4.13から ZFにおいて

も P(R)の増加・減少列を生み出す．したがって，あとは n達やג ↓ b達が真に単調であることがわかればよ
い．それには次の補題を使う：
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補題 5.16. 証明的項 ω ∈ PTで任意の ξ, ξ′ ∈ Λ, ξ 6= ξ′および π ∈ Πに対し ωkπξ ⊥または ωkπξ′ ⊥
が成り立つものが取れたとする．この時 θ := λxx′. cc(λk. k(x′(λz. xzz(ωkz))))とおけば，任意の論理
式 ϕ[x, y, z]に対し，

θ  ∀m,n ε ∗̂N ∀z

[
〈m < n〉 = 1 ↪→ ∀x, y, y′ (ϕ[x, y, z] → ϕ[x, y′z] → y = y′)

→ ∃y ε nג ∀x ε mג ¬ϕ[x, y, z]

]
.

特に ϕ[x, y, z] ≡ (x, y) ∈ z とおけば，V R においてm < nなら mからג ．nへの全射は存在しないג

Proof. 背理法により示す．特に，θ が上を実現しないということは，m < n ∈ Nと c ∈ V および

• ξ  ∀x, y, y′ [ϕ(x, y, c) → ϕ(x, y′, c) → y 6= y →⊥],
• ξ′  ∀y ε nג ¬∀x ε mג ¬ϕ(x, y, c),
• π ∈ Π

で θ ? ξ . ξ′ .π /∈ を満たすものが取れるという事である． は上に閉じているから，Λ \ は下に閉じている
ので，結局 ξ′ ? (λz. ξzz(ωkπz)) . π /∈ となる．そこで η := λz. ξzz(ωkπz)とおけば，ξ′ の仮定より任意の
i < nに対して η 1 ∀x 6ε ,m¬ϕ(xג i, c)（さもなければ ξ′ ?η .π ∈ となり仮定に反する）．そこで  ∀の定義
により，各 i < nに対してmi < mで η 1 ¬ϕ(mi, i, c)を満たすものを固定しておく．すると，ξi  ϕ(mi, i, c)

と πi ∈ Πで η ? ξi . πi /∈ を満たすものが取れる．評価を進めれば，これは ξ ? ξi . ξi . ωkπξi . πi /∈ という
ことである．ωkπξi  i 6= iとすると ξ の定義より η ? ξi . πi ∈ となってしまうので，ωkπξi 1 i 6= iとな
る．すると ‖i 6= i‖ = ‖⊥‖より任意の i < nについて ωkπξi 1 が成り立つ．もし ξi 6= ξj なる i < j があれ
ば ω に関する仮定より ωkπξi か ωkπξj の少なくとも一つは ⊥を実現しなくてはならないので，これは全ての
i < j < nに対し ξi = ξj = ξ∗ となることを意味する．一方，mi < m < n (i < n)より鳩ノ巣原理から i < j

でmi = mj = m∗ となるものが少なくとも一組存在する．すると ξ∗  ϕ(m∗, i, c)かつ ξ∗  ϕ(m∗, j, c)．ま
た i < j より |i 6= j| = |>| = Λに気を付ければ，ωkπξ∗  i 6= j. すると η ? ξ∗ .πi B ξ ? ξi . ξi .ωkπξi .πi ∈
となるが，これは ξi, πi の取り方に反する． �

補題 5.17. 上の仮定に加えRは標準代数とする．θ := λxx′. cc(λk. x(λn. cc(λh. x′hh(ωk(λf. fhn)))))
とおくと，

θ  ∀z [∀x ε 2ג ∃n ε ∗N (ϕ[n, x, z]) → ∃n ∃x ∃y (ϕ[n, x, z] ∧ ϕ[n, y, z] ∧ x 6= y)] .

特に V R において ∗Nから ．2への全射は存在しないג

Proof. 上と同じように θ が実現しなかったとして背理法．i = 0, 1 の反例となる πi, ni を取ると，結局各
λf. fkπini が一致することが言え，Rが標準的であることからこれは文字列として一致するので，π0 = π1,
n0 = n1 となり矛盾が出る． �
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これまでで { Xn }n の存在は言えた：

系 5.18. 定理 5.16の条件下で，V R において次を満たす実数の部分集合族 { Xn | n ∈ ∗N }が存在する：

ℵ0 < |Xn| < |Xn+1|, |Xn ×Xm| = |Xnm|.

特に，これらは外延的埋め込みを証拠として取れ，ZFモデルとしても同様の事が成り立つ：

V R
ZF |= ∃ { Xn ⊆ R | n < ω } ∀n,m < ω [|Xn| < |Xn+1| , |Xn ×Xm| = |Xn| · |Xm|] .

続いて基数の無限下降列 { Yn | n < ω }が取れることを見る．これには，各 2の元ג，nの環構造に注目しג
が誘導するイデアルを考えることになる：

Def. 5.19. 任意の a ∈ ,2ג n ∈ ∗Nに対し，גn上のイデアル aגnを次で定める：

x ε aגn def⇐==⇒ x ·̂ a = x.

特に n = 2の場合，これは aによる切断 ↓ a = { x ε 2ג | x ≤ a }と一致する．
また，等式に関する初等性より 2の各元はג nの中で冪等元になっているので，各ג a ε 2に対しג x 7→ ax

により自然に全射 �nג aגnが引き起こされる．

これまでの結果を使って V R の中で計算すれば，次は直ちにわかる：

補題 5.20. V R で次が成り立つ：

(1) 任意の n ε N̂と a ε 2に対し，写像ג x 7→ (ax, (1− a)x)は nからג aגn× (1− a)גnへの全単射を
与える，

(2) 任意のm,n ε N̂と a ε ,2に対して，(xג y) 7→ my + xは全単射 aגm× aגn→ aג(mn)を与える．

これまでで一番強い仮定を置くと，次の結果が得られる：

補題 5.21. 任意の αΛおよび π ∈ Πに対し，kπαζ 1⊥となる ζ ∈ Λが高々二つしかないとする．
この時 V R で次が成立：

∀a ε 2ג ∀n,m ε N̂ [a > 0, J2m < nK ↪→ @f : �mג aגn].
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より詳しく，
θ := λaxy. cc(λk. y(λz. xzz(kaz))).

とおけば，θ 任意の ZFε-論理式 ϕ[x, y, z]に対して

θ  ∀z ∀m,n ε N̂ ∀a ε 2ג

 J2m < nK = 1 ↪→ a 6= 0

→ “ϕ[x, y, z] defines a strong function”
→ “ϕ[x, y, z] is not surjective”

 .

Proof. これも背理法で頑張るだけ．n < 2mの仮定は，1⊥となるようなものを三つ見付けて上の仮定を使う
ため． �

系 5.22. 上と同じ仮定の下で次が成立：

(1) ∀n ε N̂ ∀a ε 2ג (a > 0 → @h : �nג aג(n+ 1)),
(2) ∀n ε N̂ ∀a, b ε 2ג (a · b = 0, b > 0 → @h : aגn� b2ג),
(3) ∀n ε N̂ ∀a, b ε 2ג (a < b→ @h : aגn� b2ג).

Proof. (1) h : �nג aג(n+1)となるものが取れたとすると，帰納法により hは k(nג) から (a(ג(n+1)))k

への全射に拡張できる．また，同じく帰納法により定理 5.20 を繰り返し使えば (a(ג(n + 1)))k と
a(ג((n+ 1)k))の間に全単射が取れる．これらを纏めれば，ג(nk)から aג((n+ 1)k)への全単射が得ら
れるが，k > nなら (n+ 1)k > 2nk とるので上の定理 5.21に反する．

(2) そんな全単射が取れたとする．a · b = 0なら (a+ b)גn ' aגn× b× nとなることに注意すれば，

nג w (a+ b)גn ' aגn× bגn� b2ג× bגn ' bג(2n)

となり，上の (1)に反する．
(3) aגn� bגn w (b · (−a)גn).

よって次が得られた：

系 5.23. 定理 5.21の仮定の下で，次が成立：

V R
ZF |= ∃ { Yn ⊆ R | n < ω } ∀n < ω |Yn+1| < |Yn| .

5.2 スレッドモデルにおける議論

あとはスレッドモデル V T において目標の補題を示すには，不思議な ω たちの存在を証明出来ればよい．
まず，T の構成から次が成り立つことに注意する：
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補題 5.24. ξ ∈ λ \ PT と π ∈ Π に対し，ξ ? π /∈ なら ξ ? π は一意なスレッドに現れる．即ち：
∃!n θn ? πn B ξ ? π. 特に nは ξ および π に現れる一意なスタック定数 πn の番号と一致する．
よって，ξ 1⊥なら ξ はある一意なスレッドの先頭項に現れる．

Proof. ξ ? π /∈ の定義は ξ ? π があるスレッドの実行過程に現れることだった．特に，θn ? πn にはスタック
定数は πn しか現れず，簡約の過程で余分なスタック定数が追加されないので，途中に現れるプロセスは πn

以外のスタック定数を持たない． �

また，T は次を満たす：

定理 5.25 (非常に強い形の Church–Rosser性). R が標準実現可能性代数で，ξ ? π B ξ0 ? π0 かつ
ξ ? π B ξ1 ? π1 なら，ξ0 ? π0 B ξ1 ? π1 か ξ1 ? π1 B ξ0 ? π0 の少なくとも一方が成立する．

Proof. Bの表示が関数的なので，簡約列は一意に定まるからあたりまえ． �

これを踏まえると，V T が 2が非自明でג Xn 達が存在するようなモデルになっていることがわかる：

補題 5.26. スレッド代数 T は定理 5.12および定理 5.16の前提を満たす ω, ω0, ω1 ∈ PTを持つ．

Proof. 次のように置けばよい：

ω := (λx. xx)(λx. xx), ω0 := ω0, ω1 := ω1.

まず ω が期待通りであることを見る．ξ, ξ′ ∈ Λと π ∈ Πを取り ωkπξ, ωkπξ′ 1 ⊥なら ξ = ξ′ となることを
見ればよい．この時定義より n, n′ および$,$′ で θn ? πn B ωkπξ′ ?$かつ θn′ ? πn′ B ωkπξ′ ?$′ を満たす
ものが取れる．しかし，定理 5.24より π に現れるスタック定数 πn は一意に定まるので，n = n′ でなくては
ならず，θn ? πn B ωkπξ ? $, ωkπξ′ ?$′ を得る．すると定理 5.25より ωkπξ ? $ B ωkπξ′ ?$′ として一般性
を失わない．しかし，

ωkπξ ? $ B ωkπ ? ξ .$ B ω ? kπ . ξ .$

より候補は ωkπξ ? $ = ωkπξ′ ? $.′ の場合しか有り得ず，特に ξ = ξ′ となる．
ω0, ω1 が所定の性質を満たすことも同様に示せる． �

あとは定理 5.13および定理 5.21の前提を T が満たすことさえ示せればよい．特に，定理 5.13の仮定は明ら
かに定理 5.21より弱いので，次で十分である：
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補題 5.27. T は定理 5.21の前提を満たす．即ち：

∀α, ζ0, ζ1, ζ2 ∈ Λ ∀π ∈ Π

[∧
i<3

(kπαζi 1 ⊥) → ζ2 = ζ1 ∨ ζ2 = ζ0

]
.

Proof. 任意の α, πに対し，kπαζ 1 ⊥となる ζ は高々二つしかない事を示す．適当に ζ ∈ Λを取り，kπαζ 1 ⊥
とする．この時，定義より θn ? πn B kπαζ ? ρとなるような ρ ∈ Πと n < ω が取れる．そこで，n-番目のス
レッドに kπαζ ′ ? ρ′ の形で現れるプロセスの最初二つの (ζ ′, ρ′)を順に (ζ0, ρ0), (ζ1, ρ1)とおく．このとき，

θn ? πn B · · · B︸ ︷︷ ︸
no process
of form

kπαζ
′?ρ′

kπαζ0 ? ρ0 B kπ ? α . ζ0 . ρ0 B α ? π

︷ ︸︸ ︷
B · · · B kπαζ1 ? ρ1 B kπ ? α . ζ1 . ρ1 B α ? π.

この計算から，kπαζ1 が頭部に出現して以降は，kπαζ ′ の形の項は ζ1 しか現れない事がわかる．よって，ζ は
ζ0 か ζ1 の少なくともいずれか一方と等しくなくてはならない． �

6 V R の構造
本節では Krivine [5]の内容を再整理しつつ，実現可能性モデル V R の構造について細かく分析していく．

6.1 V を初等拡大する 2̂-値構造

2̂は関数 Jϕ[−]K によって V の情報をコードしている．実際，V (R) の場合は V (R) 上に ，値構造が入り-2ג
これがあたかも V の初等拡大のように振る舞う．この状況は V (R) という同じドメイン上に異なる構造が載っ
ており，直観が掴みづらい．我々の V R では，上で定義した V R の部分クラス V̂ ( V R が V の初等拡大のよ
うに振る舞うので，随分と見通しがよくなる．
まず，J−K の値が自然な形で計算できる事を見る：

補題 6.1. J−K : V̂ n → 2̂は論理式の関数として見た時，Boole代数の準同型のように振る舞う．即ち：

V R |= J⊥K = 0, ∀~x ε V̂ Jϕ[~x] → ψ[~x]K = − Jϕ[~x]K + Jψ[~x]K ,

V R |= ∀~y ε V̂ J∀x ϕ[x, ~y]K =
∏
x∈V̂

Jϕ[x, ~y]K .

Proof. 論理式の構成に関する帰納法で示す．J⊥K = 0は明らか．
また，基礎モデルにおいては Jϕ[x] → ψ[x]K = − Jϕ[x]K + Jψ[x]K はどんな xについても成り立つから，等

式に関する絶対性より
V (R) |= ∀x ε V̂ Jϕ[x] → ψ[x]K = − Jϕ[x]K + Jψ[x]K
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は常に成立する．
最後に全称量化の場合を考える．次の二つがそれぞれ実現されていることを見ればよい：

(1) ∀x, z ε V̂ J∀y ϕ(x, y)K ≤ Jϕ(x, z)K,
(2) ∀x ε V̂ ∀α ε 2ג

[
∀z ε V̂ α ≤ Jϕ(x, z)K =⇒ α ≤ J∀y ϕ(x, y)K

]
.

一つ目の条件，下界である事については Iが実現することがすぐにわかる．二つ目の条件も，実は Iが実現す
る．これを見るため，x ∈ V と α < 2を任意に固定し，代入結果がすべて Iで実現されている事を見よう．
α = 0の時は，

‖∀z ε V̂ 0 ≤ Jϕ(x̂, z)K → 0 ≤ J∀y ϕ(x̂, y)K ‖ = ‖(⊥ → ⊥) → (⊥ → ⊥)‖

なので，I  (⊥ → ⊥) → (⊥ → ⊥)より OK．
最後に α = 1の時を考える．

‖∀z ε V̂ 1 ≤ Jϕ(x̂, z)K → 1 ≤ J∀y ϕ(x, y)K ‖ = ‖∀z ε V̂ [Jϕ(x̂, z)K = 1] → J∀y ϕ(x̂, y)K = 1‖

よって，ξ  ∀z ε V̂ Jϕ(x̂, z)K = 1と π ∈ ‖ J∀y ϕ(x̂, y)K = 1‖を任意に取って I ? ξ . π ∈ を示す．ここで
V |= ∀y ϕ(x, y)か否かで場合分けする．
V |= ∀x ϕ(x, y)の時は，Jx, zK = 1が任意の z ∈ V について成立しているから，∣∣∣∀z ε V̂ Jϕ(x, z)K = 1

∣∣∣ = ⋂
z∈V

|Jϕ(x̂, ẑ)K = 1| = |⊥ → ⊥|.

一方で仮定より π ∈ ‖ J∀y ϕ(x, y)K = 1‖ = ‖⊥ → ⊥‖なので I ? ξ . π B ξ ? π ∈ となる．
V 6|= ∀x ϕ(x)の時を考える．この時 V |= ¬ϕ(y0)なる y0 を取っておけば，Jϕ(x, y0)K = 0であり，∣∣∣∀z ε V̂ Jϕ(x̂, ẑ)K = 1

∣∣∣ = ⋂
z∈V

|Jϕ(x̂, z)K = 1| ⊆ | Jϕ(x̂, ŷ0)K = 1| = |> → ⊥|.

また仮定より ‖ J∀y ϕ(x, y)K = 1‖ = ‖> → ⊥‖. よってこの場合も Iが実現してくれる事がわかる． �

また，定義に戻って展開すれば直ちにつぎがわかる：

補題 6.2. V R |= ∀x, y ε V̂ [〈x ∈ y〉 = 1 ⇐⇒ x ε y], ∀x, y ε V̂ [〈x = y〉 = 1 ⇐⇒ x = y].

個別の -̂名称については，強い関係と外延的関係は一致する：

補題 6.3. Rが斉一的で x, y ∈ V とする．

V R |= “x̂ ∈ ŷ” ⇐⇒ V |= x ∈ y, V R |= “x̂ ⊆ ŷ” ⇐⇒ V |= x ⊆ y.

よって特に V R |= x̂ ' ŷ ⇐⇒ V R |= x̂ = ŷ.
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注意 6.4. 上の結果は V R |= “V̂ : 外延的クラス”を意味しない！ 実際，2̂が非自明な場合 V̂ には x̌の形
で書けないアトムが複数存在する．

以上を踏まえると，V から V̂ への「初等埋め込み」は次の形で定式化出来る：

系 6.5. V R |= “(V̂ , J· ∈ ·K , J· = ·K) : ZF の 2̂-値モデル”.
また ϕ[x1, . . . xn]を ZF-論理式，ai ∈ V とすると

V |= ϕ[a1, . . . , an] ⇐⇒ V R |= “(V̂ , J· ∈ ·K , J· = ·K) |= ϕ[â1, . . . ân]”.

Proof. 〈−〉の定義と定理 2.26および定理 6.1から 値擬構造が入る事は従う．Boole値等号公理も普通に-2ג
分解して証明すればよい． �

ZFε のモデルとしての V R では，V̂ は二値モデルではなく非自明な Boole代数である 値モデルとして-2ג
振る舞っている．一方，V R を ZFのモデル V R

ZF として見ると，2גは { 0, 1 } に潰れてしまう．もし Jϕ(−)K

が外延的同値関係 'と両立することが言えるのであれば，V̂ は V R
ZF においては ZFの二値的モデルとして振

る舞うことになり，特に V R
ZF の内部モデルとして振る舞うことが期待される．この事は今後調べていくこと

になる．
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